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Introduction

Ce texte est une premiere ébauche de notes pour le cours MAT2410 Calcul des formes
différentielles. Introduit dans le programme du Baccalauréat en mathématiques de 'UQAM
et normalement suivi par les étudiantes et étudiants finissant leur deuxieme année, son but

premier est de comprendre ’équation suivante

/dw:/w.
M oM

Simple en apparence, facile a écrire, elle nécessite néanmoins un exploration des domaines
du calcul différentiel et intégral, de I’algebre multi-linéaire et méme de la topologie des
variétés pour en comprendre la preuve et méme le sens. Ce sens deviendra clair au fur et a
mesure du cours : “M” est une variété a bord de dimension k dans RY et “OM” en est son
bord; “[” représente 'intégration sur les variétés; “w” est une forme différentielle de degré
k—1sur M; “d’ est 'opérateur de dérivation extérieure sur les formes différentielles.

Il est normal que vous ne compreniez essentiellement rien de ce qui précede avant de com-
mencer ce cours et j’espere qu’a la fin de la session vous reviendrez a cette formule, appelée
Théoreme de Stokes généralisé, et qu’elle vous paraitra moins mystérieuse voire parfaite-
ment limpide.

Pendant plus d’un siécle on enseignait au niveau du premier cycle universitaire ce qu’on ap-
pelle le calcul vectoriel et notamment on développait toute une gymnastique mathématique
autour de la notion ad hoc d’opérateur vectoriel et on explorait de facon disparate ce que
I’on appelle les théorémes intégraux du calcul vectoriel. Il y avait ainsi la formule de Green,
celle de Stokes, de Gauss-Ostrogradsky, et ainsi de suite. L’introduction de la notion de
forme différentielle - une notion tout de méme centenaire maintenant! - permet de traiter
de maniere unifiée toutes ces constructions et résultats.

Ces notes ne représentent qu’un résumé de ce qui aura été vu en classe. J’encourage les
étudiants a assister au cours, a poser des questions, a réfléchir, en sachant que I’essentiel
des preuves se retrouve dans ces notes de cours. Les plus motivés voudront retravailler par
eux-méme tant la structure que le détail des preuves. Dans un monde idéal, on devrait
se souvenir d’assez d’idées clés pour reconstruire chaque résultat mathématique compris

précédemment.



Chapitre 1

Notions de base et introduction aux formes extérieures

1. Courbes dans R"

Dans ce cours nous étudierons beaucoup certains sous-espaces de R? et R? appelés
courbes et surfaces et nous utiliserons les outils du calcul différentiel et intégral pour mieux

les comprendre. On rappelle que, formellement, une courbe dans R™ est une application
v: [a,b] — R™,

ou [a,b] C R est un sous-intervalle sur lequel une variable, disons t € [a,b], permet de
paramétrer la courbe. En pratique on a souvent tendance a confondre la courbe - qui
est une application y(t) - avec son image 7([a, b]). Ceci est une erreur parce qu’il y a de
nombreuses courbes qui ont la méme image mais qui sont différentes en tant qu’applications.

Par exemple

(1) t — (cost,sint) (0 <t < 2m)

(2) t — (cos2t,sin2t) (0 <t <)

(3) t+— (cos2t,sin2t) (0 <t < 2m)
ont toutes la méme image dans R?, le cercle unité, mais en tant qu’application elles sont
toutes distinctes. Pouvez-vous donner une interprétation dynamique de la différence entre
ces trois courbes ?

On dit qu’'une courbe (t) est différentiable si la fonction est dérivable en tout point de

son domaine : pour tout tg € [a, b], la quantité

lim v(to +h) —~(to)
h—0 h

existe. On note cette limite +/(p) tout en remarquant que c’est, par définition, un vecteur
de R™, que nous appellerons vecteur tangent a v en y(tp). En physique on appelle ceci le
vecteur vitesse, alors que la norme ||7/(to)|| est appelée la vitesse de la courbe en ~y(tg).
Pour nos fins il sera utile d’imposer une condition supplémentaire : on dit que ~y(t) est
réguliére si on a v'(t) # 0 pour tout ¢ € [a, b]. Une courbe réguliere posseéde donc un champ
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4 1. NOTIONS DE BASE ET INTRODUCTION AUX FORMES EXTERIEURES

de vecteurs tangent partout non-nul le long de ().

Exemple. (Courbe donnée par un graphe) Etant donné g: [a, b] — R une fonction dérivable,
considérons la courbe a: [a,b] — R? définie par a(t) = (¢, g(t)). On a alors o/ (t) = (1,¢'(t))

qui est partout non-nul et donc il s’agit d’une courbe réguliere.

Notons qu’une courbe 7: [a,b] — R™ est en fait completement déterminée par n fonc-

tions réelles puisqu’elle peut s’écrire comme :

V(t) = (fl(t)af2(t)7 ) fn(t))

et dire que la courbe est réguliére équivaut & demander que les dérivées fi, f5, ..., fl ne

s’annulent pas toutes en un méme point ¢y € [a, b].

On appelle champ de vecteurs tangents unitaire associé a une courbe réguliere ~y(t) le champ

y'(t)

0= o

2. Calcul différentiel dans R™

Pour le calcul différentiel sur des objets plus compliqués que les courbes, par exemples
les surfaces dans R3, on doit rappeler certaines notions sur la dérivabilité d’applications
plus générales. Commencgons par le cas de fonctions f: R® — R. De telles fonctions a n

variables possiedent n dérivées partielles en chaque p € R™ :

9f () = lim F(p+h(0,0,...,1,0,...,0) — f(p)

1<k<
oxy, h—0 h ( _k_n)

lorsque ces limites existent. Notons que chacune des dérivées partielles peut étre interprétée

comme la dérivée en h = 0 de la composition
h+— p+ h(0,0,...,1,0,...,0) = f(p+ h(0,0,...,1,0,...,0))
qui représente la restriction de la fonction f a la courbe
h i p+h(0,0,...,1,0,...,0),

ou seule une coordonnée (la £'°™¢) varie.
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L’existence des dérivées partielles ne suffira pas en général pour les objectifs de ce cours.
Il faudra au moins que la fonction soit dérivable. On dit que f: R™ — R est dérivable en

po 8’il existe une application linéaire L: R™ — R telle que

(1) iy 1/ (P) = f(po) = L(p — po)|

=0.
p—po [P — pol|

Il est important de réfléchir a cette définition et la réponse aux questions suivantes est
un bon début. (1) En quoi cette définition généralise-t-elle la notion usuelle de fonction
f: R — R dérivable en un point ? (2) Lorsque L existe pouvez-vous montrer qu’elle est
unique ? (3) Et pouvez-vous alors en donner une expression en termes des dérivées par-
tielles de f? (4) Donnez un exemple d'une fonction f: R? — R qui possede des dérivées

partielles en (0,0) mais qui n’est pas dérivable en (0,0).

On généralise ce qui précede au cas d’applications F': R® — R™ : on dit que F est
dérivable en py € R" s’il existe une application linéaire L: R™ — R telle que
F(p) — F —L(p—

P—po [P — pol|

=0.

Notez bien que cette limite est dans R et que deux normes sont utilisées de maniere impli-

cite dans la définition.

Comme ce fut le cas pour les fonctions, lorsque la dérivée de F' en pg existe, elle est
unique (exercice). On dénotera I’application L par la notation plus suggestive dF'(pg) et
on l'appelle la dérivée de F' au point py. Il est essentiel pour la suite de se souvenir que
c’est une application linéaire dF(py): R™ — R™. Dans le cas ol on exprime ’application
F:R™ — R™ comme F' = (f1, fo,..., fm), ou chaque fi: R" — R (1 < k < m) est une des
fonctions de coordonnées de F', on a alors par unicité de la dérivée ’expression matricielle

suivante :

df1(po)
0F (o) = dfzfpo)

dfm(po)

Un des résultats les plus importants du calcul différentiel dans les espaces euclidiens

est le
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TuEOREME 1. (Régle de dérivation en chaine) Soient F': R* — R™ et G: R™ — R!
dérivables en xog € R™ et F(xq) respectivement. Alors G o F est dérivable en xy € R™ et sa

dérivée est donnée par
d(G o F)(xg) = dG(F(zg)) o dF(xg).

La preuve de ce résultat n’est pas nécessaire pour ce cours et sera vue lors du cours

Analyse I1I. Cette formule générale peut étre illustrée par de nombreux cas particuliers :

Exemple. Soit v: R — R3 une courbe dérivable donnée par v(t) = (z(t),y(t), 2(t)) et
f: R3 — R une fonction dérivable. Si on définit h = fo~: R — R alors on a

dh _0fde  0fdy  0fdz
dt  Oxdt Oydt 0zdt

En effet par la régle de chaine générale, on a dh = df o dy ot df : R> — R est donnée par

_(of of of
df—(a? 3y &)

alors que dvy: R — R? est donnée par

dy(t) = | ¥/ (t)

On a donc bien que

dz
af of of tcilt
dh:(% By %) at
dz

dt
Exemple. Soient f: R? = Ret G: R? — R3, g(z,y, 2) = (u(z,y, 2),v(z,y, 2),w(z,y, 2)).
Alors pour h = foG on a
on_ofou_ofov _of ow
0r Oudr Ovdr OwOx
oh _ 010w, 0f v 0] O
Oy Oudy Ovdy Owdy

oh_ofou  ofov  of o
9z Oudz Ovdz Owdz
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En effet on a, par la regle de chaine, que dh = df o dG et alors au niveau matriciel on a

bien
u  Ju  Iu
ox oy 0z
Oh Oh 0Oh\ _ (Of Of Of v v Qv
Ox Oy 0z)  \du Ov Ow oxr Oy 0Oz
dw  dw dw
or Ody 0z

Comme dans le cas des fonctions, nous avons la notion dérivée partielle pour F': R" —

R™ donnée par

oF . F(p+her) —F®p) _m
- — < < .
day, ) = Hm, h €ER"(Isksn)

On peut alors montrer (voir Analyse I1I) le résultat suivant

THEOREME 2. Une application F': R™ — R™ est continiiment dérivable si et seulement

st les applications g—i existe et sont continie pour (1 < k <n).

C’est-a-dire que dans la classe des applications contintiment dérivables - également ap-
pelées applications de classe C' - on peut réduire la vérification & une condition sur les

dérivées partielles.

On peut par ailleurs généraliser la notion de dérivée partielle de la fagon suivante : soit

v € R" une direction donnée (||v|| = 1) et posons
OF . F(p+hv)—F(p)
—(p)=1 R™
e R )

que nous appelons dérivée directionnelle de F' dans la direction v. Une autre fagon de
dénoter la méme expression est d’écrire

%F (p+1tv) o
qui illustre bien le fait que la notion de dérivée directionnelle est en fait la dérivée d’une
application ne dépendant que d’une seule variable. Lorsque 1'on se spécialise au cas des
fonctions f: R™ — R, la dérivée directionnelle admet une interprétation en termes de la
notion de gradient de la fonction.
On rappelle que si f: R® — R est une fonction dérivable, le champ de vecteurs gradient
Vf:R" - R" est donné par

Vip) = (aai(p),gfi(p)a--- 78(1]?1(1))) :
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PROPOSITION 2.1. Soit f: R™ — R une fonction dérivable en p et v € R™ une direction.

L) = o)) = V() .

DMONSTRATION. Comme f est dérivable en p on sait que

i /2 1Y) = f(p) — df () (tv)]

Alors on a

=0.
t—0 ||tv]|
En utilisant la linéarité de df (p) il s’en suit que l'on a
of . flo+tv)—flp) _
Par ailleurs comme on a la représentation matricielle
i) = (2w ZLw) .. L),
on a pour v = (v1,v9,...,v,) € R" que
U1
V2 "L of
U)) = (2Lw) L) 2L (p)) = L) v = VI v
=1 ¢
Un,

On peut interpréter ce résultat de maniere géométrique comme suit : la quantité V f(p)
(respectivement —V f(p)) donne la direction de R™ au point p le long de laquelle la fonc-
tion f croit (respectivement décroit) le plus rapidement pres de p. En effet le produit
scalaire < Vf(p),v > est mazimal lorsque v = Vf(p)/||V f(p) et minimal dans le cas ou
v ==V £(p)/lIVf(p)||- Une interprétation physique de ceci est obtenue lorsque I’on cherche
a déterminer, étant donné des points de départ et d’arrivée connus, quelle est ’ascension
la plus efficace sur une montagne. Si on dénote par h(z,y) la fonction hauteur décrivant
la surface de la montagne, la courbe cherchée ~(t) aura la propriété que +'(t) = Vh(y(t)).
On peut également montrer que cette courbe 7(t) possede un vecteur vitesse v/(t) perpen-

diculaire aux courbes de niveau h(z,y) = K décrivant la montagne.

Un autre résultat fondamental de ’analyse mathématique qui sera utile pour certaines
notions géométriques étudiées dans ce cours est le Théoréme de 'application inverse. Fai-
sons ’observation préliminaire suivante : lorsque F': R™ — R est une application dérivable

qui est inversible et que la fonction inverse F~1: R” — R™ est également dérivable, alors en
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appliquant la régle de chaine appliquée & F o F~! = Idg» donne dF(xq)odF~!(yo) = Idgn,

ou F(zp) = yo, ce qui permet de conclure que
“La dérivée de l'inverse de F' est égale a l'inverse de la dérivée de F'.”

Le Théoreme de 'application inverse est une réciproque partielle de cette observation. On
dit que F: R® — R" est un difféomorphisme de classe C' si F et F~! sont de classe C*

(i.e. contintiment dérivables).

THEOREME 3. (Théoréme de l’application inverse) Soit F': R" — R™ une ap-
plication de classe C' telle que lapplication linéaire dF(xg): R — R™ soit inversible.
Alors il existe des voisinages Uy, et Up (s, autour de xq et F(xzg) respectivement, tels que

F|uz0 t Upy = Up(zy) s0it un difféomorphisme de classe Ccl.

A priori ce résultat est remarquable parce qu’il permet de remplacer un probleme difficile
(savoir inverser F' dans un voisinage de xg et F(xg)) par un probleme simple d’algebre
linéaire (savoir si application linéaire dF'(zg) est inversible). Il peut paraitre surprenant
que 'on puisse passer de considérations linéaires en un unique point zg & une conclusion

qui n’est plus de nature ponctuelle. Réfléchir a cette question est un bon exercice.

Notons une conséquence importante du théoreme de ’application inverse :

THEOREME 4. (Théoréme des fonctions implicites) Soit F': RF x R"~% — RF
une application de classe C' telle que l'on ait F(ag,by) = 0 pour (ap,by) € R™. On
dénote également F = (f1, fa,..., fr) et on met sur R® = R¥ x R"* des coordonnées

(81,82« SkyT1,72y - -+, Tn—k). Alors si la matrice jacobienne

ofi
(ap, bo)>
(&9]' 1<4,5<k

est inversible, il existe un ouvert Vy x Wy C R¥ x R"* qutour de (ap,bo) ainsi qu’une

application G: Wy — Vy de classe C' telle que pour chaque (p,q) € Vo x Wy on ait

F(p,q) =0 <= p=G(q).

3. Dérivées partielles itérées et applications de classe C*

Etant donné f: R™ — R on a construit les dérivées partielles %(p) eR(1<i<n).

Lorsque cette construction peut étre faite en chaque point p € R™, pour chaque 1 <1 < n,
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on obtient une fonction

of
—R" =R
8.%'2' -

appelée fonction dérivée partielle de f par rapport a la variable x;. On peut alors répéter

la procédure et construire le réel
0  of
B p)
xj 8331

et si ceci existe pour tout p € R™, on a alors construit la fonction que I'on dénotera
0% f
81‘j81‘i

R" =2 R

appelée dérivée partielle seconde par rapport aux variables x; puis xj. En renversant le role

de 7 et j, on peut également construire

0% f
al'iaxj

: R" = R.

Attention! En général on n’a pas 1’égalité de fonctions

0% f 0 f

8:1:,-8:@ N 8.213]8.1'1 ’

comme on peut le voir avec I’exemple suivant. La fonction

W@ =) (g ) £ (0,0)

flay) =3 =t
0 (z,y) = (0,0)
satisfait
0% f 0% f
axﬁy(o’ 0)=-1 et By (0,0) = 1.

Par contre, en restreignant un peu la classe de fonctions avec lesquelles on travaille, on
obtient le résultat suivant qui se révelera plus tard fondamental pour les objets considérés
dans ce cours.

Z hY . ’ rd . ’ L3 . . 2

THEOREME 5. (Egalité des dérivées secondes mixtes) Si les fonctions % et

10T
>*f : : n
92,07 sont continues en un point p € R™, alors on a

o0 f Of
aﬂfial‘j p)= 8&?]8%1

(p).
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DMONSTRATION. Nous donnons les idées principales derriere la preuve. Elle se fonde
sur une résultat classique d’analyse réelle, le Théoréeme des accroissements finis : Pour
©: R — R dérivable, on a

©(20 +€) — ¢(20) d90< )
l dz

pour un certain z € (2o, zo + £).

Pour simplifier la notation, on considere une fonction f(z,y) ne dépendant que de deux
variables, puisque les autres n’interviennent pas dans I’énoncé. On définit alors la fonction

auxiliaire

F(h k) = ;k[f(ﬂfoJrhyoJrk) f(zo,y0 + k) — f(xo + h,y0) + f(x0,%0) |

Cette fonction permet d’exprimer a la fois %(zo,yo) et %(mo,yo) comme limite de

F(h,k) quand h,k — 0 :

H? g /0
ayafx( 0,%0) = 8*(%)(900,%)

170 0
= 11;)0 A [af (0,90 + k) — 8£ ($07y0)}

i L 1 [l'm f(xo+ h,yo + k) — f(x0,y0 + k)
k—0 k h
i @0+ ho) — f($0,y0)]
h—0 h

= lim lim F(h, k),
k—0 h—0
alors qu'un calcul similaire donne

82 f

M(fﬂo,yo) = ;llli% ]11_1% F(h, k).

On peut alors écrire (les justifications suivent ci-dessous) :

15)
{a*f (o + h,yo + 61k) — 5§($07y0 + 601k)
(1) 0 /0
e (%) (o + O2h,yo + 01k)

ainsi que
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un 170 0

F(h, k) o % [6%;(% +03h,y0 + k) — £($0 + 93h,y0)]
a) 9 (of
-y (@) (o + O3h,yo + O4k)

pour certains 0 < 61, 609,05,04 < 1 dépendant de zq,yo, h et k.

Chacune des quatre égalités ci-dessus provient d’une application du théoreme des accrois-
sements finis en une variable. Par exemple pour (I) si on pose G(y) = f(xo+h,y)— f(x0,y),
alors

Glyy+k)— G dG 0 0
(50 ]i o) _ Ty(yo +0.1k) = ai(ﬂﬁo +h,yo + 01k) — 85(%"% + 01k),

pour un certain 0 < #7 < 1, si bien que l'on a effectivement

F(h,k) = ;L[G(yo s k]z — G(yo)} = fll[gi(fﬂo +h,yo +01k) — gi(%,ye +01k)|.

De méme (II) est obtenue par les accroissements finis en considérant H (z) = g—i(x, Yyo+01k)
et

Fh, k) = %[H(:co )~ H(zo)|.

L’équation (III) est quand a elle obtenue de fagon analogue a (I) a partir des fonctions
A(:L’) = f(mayo + k) - f(xayo) et

F(h. k) = ;[A(xo + h})L - A(xo)}'

Finalement, on établit (IV) comme on a procédé pour (II) & partir de B(y) = %(1‘0 +603h,y)
ainsi que

F(h, k) = 1 [Blyo + k) = B(w))|.

x| =

Ce qui précede donne ’égalité

O*f O*f
h = — 0 0,4k).
8:v8y(x0+92 Yo + 01k) 8y6:v($0+ 3h, yo + O4k)

On doit se rappeler ici que 6;, i = 1, 2, 3,4, dépend sur h, k, mais que on a aussi 0 < 6; < 1.
En prenant la limite (h, k) — (0,0) de chaque c6té de cette derniére équation et en utilisant
de fagon essentielle la continuité des deux dérivées partielles secondes en (xg, o), on a bien

le résultat annoncé. O
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Pour les fins de ce cours, nous allons requérir minimalement que les fonctions et ap-
plications soient toutes de classe C2, ce qui revient & demander que les dérivées partielles
secondes existent et soient continues. Le théoreme ci-dessus nous dit alors que l'ordre de
dérivation partielle n’importe pas. On peut également demander que les fonctions et appli-
cations soient de classe C¥, c’est-a-dire que les dérivées partielles itérées jusqu’a l'ordre k
existent et soient continues. Ou méme encore que les fonctions et applications soient infini-
ment dérivables ou de classe C*°. Nous ne traiterons pas des aspects techniques exhibant
les différences entre ces diverses classes de fonctions. .. Nous supposerons que les fonctions

considérées sont “suffisamment dérivables” pour le probléme considéré.

4. Systeémes de coordonnées

Contrairement a ce qui se passe en géométrie élémentaire, ou les coordonnées cartésien-
nes suffisent amplement, certains des problemes envisagés plus tard dans ce cours requierent
I'utilisation de coordonnées mieux adaptées aux objets considérés. Nous passons brievement
en revue quelques systemes de coordonnées souvent utilisés en faisant quelques remarques

au passage.

Dans R? on se satisfait le plus souvent des coordonnées cartésiennes et des coordonnées
polaires. Etant donné un point P = (z,y) en coordonnées cartésiennes, pourvu qu’il soit
différent de origine (0,0), on peut le décrire de maniére unique en coordonnées polaires
par son rayon r € (0,+00) et son angle 6 € [0,27) On connait bien le lien explicite entre

ces deux systemes de coordonnées :

=rcost r=+/a?+y?

ainsi que -
y =rsind 0 =tan=" (%)

En fait, de fagon plus précise, la premiére expression (sur la gauche) peut étre in-
terprétée comme F': (0, +00) x (0,27) — R? — {R* x {0}} donnée par

F(r,0) = (rcosf,rsind).
Un calcul immédiat de dérivées partielles par rapport a r et # donne la dérivée

dF(r,0) cos —rsinf
’r" =
sinf@ rcos6
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On remarque alors que detdF(r,0) = r et donc dF(r,0) est toujours inversible sur le
domaine de définition de F'. Par le Théoreme de 'application inverse, one sait automati-
quement que F' est difféomorphisme local. La seconde expression vue précédemment (celle
sur la droite) nous dit qu’en fait il s’agit d’un difféomorphisme global. Si on pose G = F~1,

on a alors

1. 1
—;sm@ ;cos@

1 cos 6 sin 0 gz 2 i’ 2
dG = (dF)~! = = | Ve Vet

x
221 y2 22142

Dans R? il y a plusieurs systémes de coordonnées rencontrés fréquemment : les coor-
données cartésiennes, cylindriques et sphériques. Ces deux derniéres permettent d’exprimer

un point quelconque P = (z,v,2) de R? autre que I'origine respectivement comme

x =rcosf x = psin¢cosd
y =rsinf y = psin ¢sin 6
z variable libre Z = pcos ¢

Le lecteur ou la lectrice pourra faire un calcul analogue & celui fait dans R? pour obte-
nir les domaines de définition et d’arrivée ainsi que la dérivée d’applications décrivant ces

systemes de coordonnées.

Selon le systeme employé, un domaine possede une expression plus ou moins simple,

comme l’illustrent les deux exemples suivants.

Exemples (cylindre et sphére) : Le cylindre dans R? ayant pour base le cercle unité
dans R? a pour équations :

(1) cartésiennes : 22 + 3% = 1;

(2) cylindriques : r = 1;

(3) sphériques : psing = 1.

La sphere unité dans R3 a pour équations :
(1) cartésiennes : z2 + 3% + 22 = 1;

(2) cylindriques : 72 + 22 = 1;

(3) sphériques : p = 1.
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5. Paramétrisations pour les courbes et surfaces

On se rappelle qu'une courbe a été définie comme une application ~: [a,b] — R™ satis-
faisant certaines hypotheses de régularité. En géométrie on est souvent amené a partir d’'un
objet donné que ’on veut paramétrer pour mieux pouvoir I’étudier. Par exemple nous avons
vu plusieurs paramétrisations possibles pour le cercle unité S = {(z,y) € R? | 22 +¢? = 1}.
Ceci nous amene a définir la notion de reparamétrisation de courbes. Pour simplifier la dis-

cussion nous allons nous restreindre au cas n = 3.

On appelle fonction de reparamétrisation pour une courbe «: [a,b] — R3 une fonction

1

bijective g: [c,d] — [a,b] avec ¢'(t) # 0 pour tout t € [c,d], telle que g et g~* soient de

classe C*¥ (k > 1). A partir de « et g on construit une nouvelle courbe
B=aog: [c,d — R?

que 'on appelle reparamétrisation de la courbe o. Quelques remarques s’imposent :

(1) L’image de [ est exactement celle de o, mais les deux courbes sont différentes en tant
qu’applications vers R3.

(2) Si « est une courbe réguliere, la régle de chaine donne immédiatement que 5 = aog
est également réguliere.

(3) La reparamétrisation d’une courbe change en général la vitesse de parcours le long de
la courbe : si on pose t = g(s) alors on a 3(s) = «(t) mais & ce point de R?, on a en général

[15(s)|] # ||/ (t)]]. (Faites quelques exemples avec des reparamétrisations du cercle.)

Développons un peu (3). Par la régle de chaine appliquée a (s) = a(t) on t = g(s) on a

s d(aog) da dg

/ = — = — = — —_— = / /

#s) = Loy = M09 = o)W ) = )y (s)

On a donc la relation suivante entre les vitesses : ||3'(s)|| = |¢/(s)]||/(t)]|. Cest-a-dire que

pour avoir les mémes vitesses de parcours pour 3 et « en un point donné, il faut satisfaire

la condition
‘g’(s)! =1 (Vs€]ed)])

ce qui revient & dire |¢’(s)| =1 ou |¢'(s)| = —1 et donc

g(s) = s + Constante ou g(s) = —s + Constante.
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Ceci signifie, de maniére plus géométrique, que g est soit une translation dans R restreinte
a un intervalle soit — Idr suivi d’une translation restreintes a un intervalle.
Un autre élément intéressant est de comparer les champs de vecteurs tangents unitaires
respectifs T et S pour les courbes a et 5 = a0 g. Si on pose tg = g(sp) alors on a
S(s0) = £T(to).

En effet, on a par définition de champ tangent unitaire

_ B(s0)  d(to)d'(s0) g'(s0)
S60) = 15l = TG0l — ) 1g(so)]

En fait, nous avons plus : le signe qui semble dépendre de sy ci-dessus ne peut pas chan-

= £T(to).

ger lorsque l'on remplace sy par un s € [c,d] quelconque et t = g(s). En effet, comme
g: [e,d] — [a,b] est fonction de reparamétrisation on doit avoir ¢'(s) > 0 partout sur [c, d]
ou bien ¢'(s) < 0 partour sur [¢,d] (pourquoi?). L’équation ci-dessus nous donne bien
S(s) = +T(t) pour tous s € [c,d] et t € [a,b] ou alors S(s) = —T(¢) pour tous s € [¢,d] et
t € [a,b]. Ceci peut étre exprimé de la maniere suivante : La notion de champ de vecteurs
tangent unitaire le long d’une courbe est intrinséque, au sens ou elle ne dépend pas de la

paramétrisation utilisée sauf pour ce qui est du sens de parcours le long de la courbe.

Nous ne savons pas encore si toute courbe réguliere possede une paramétrisation dont
le champ de vecteurs tangents est unitaire. Pour établir ceci nous faisons un détour par une
autre notion importante : la longueur d’arc le long d’une courbe. Etant donné une courbe

a: [a,b] — R3, on appelle longueur d’arc de la courbe o le réel suivant lorsque celui-ci

b
/ (1) dt.

La proposition suivante montre qu’il s’agit d’une propriété intrinseque de la courbe :

existe :

PROPOSITION 5.1. Soit a: [a,b] — R3 une courbe réguliére et 3 = o o g une repa-

ramétrisation & l'aide de g: [c,d] — [a,b] fonction de reparamétrisation. Alors « et  ont

d b
J15@ids = [ 1y

la méme longueur d’arc :
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DMONSTRATION. On peut écrire

d d 4 d dord d d
/ _ _ — 7(179 = 7()[
Jusnas =[5 |as= [ 1|5 5 as= [11%]

Supposons dans un premier temps que ¢'(s) > 0 sur [¢,d], donc g est croissante et on sait

dg
—|ds.
ds 5

que l'on doit avoir g(c¢) = a et g(d) = b. On peut alors appliquer la régle de changement de

variable en intégration pour obtenir

; d d / d
do\\dg), _ [1|de
Sl = 115 e

donnant directement le résultat annoncé. Le cas ol ¢'(s) < 0 sur [c,d] est traité de fagon

similaire. 0

Si a: [a,b] — R? est une courbe réguliere et que ¢y € [a,b], on pose

W) = / o/ (7)]

si bien que s = h(t) est la longueur d’arc le long de « entre a(tp) et a(t). C’est une quantité

munie d’un signe selon que ty < ¢ ou tg > t. On a alors

THEOREME 5.2. La fonction h est bijective entre [a,b] et un certain intervalle [c,d)] et la

fonction g = h~': [c,d] — |a,b] est une fonction de reparamétrisation pour a: [a,b] — R3.

DMONSTRATION. Par le Théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral, on a
R (t) = ||/ (t)]| et cette quantité est strictement positive sur [a,b] puisque la courbe « est
réguliére. Ceci donne directement que h est fonction strictement croissante et donc bijective
entre [a,b] et [h(a), h(b)] = [c,d]. Comme la fonction norme || ||: R? — R est une fonction
C*> sur R? — {(0,0,0)}, on obtient que h est de classe C* si «a est de classe C*. Par le
Théoreme de Papplication inverse, la condition h'(t) # 0 partout sur [a, b] nous donne que
h posseéde une fonction inverse g = h~! qui sera également C*. Donc on a bien que g est

fonction de reparamétrisation. ]

Nous pouvons alors démontrer que I'on peut toujours reparamétrer une courbe afin que

son champ de vecteurs tangents soit unitaire :
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THEOREME 5.3. Soit a: [a,b] — R une courbe réguliére avec s = h(t) fonction longueur
d’arc le long de a. Alors B(s) = a(h~1(s)) est une reparamétrisation de o ayant un champ

de vecteurs tangents unitaire.

DMONSTRATION. On sait par le résultat précédent que [ est reparamétrisation de a.

La Proposition 5.1 dit, en outre, que « et 8 ont méme longueur d’arc et donc on doit avoir
S
[l =
0

En dérivant de chaque c6té de I’équation (par rapport a s), on obtient bien la condition

requise ||5(s)|| = 1 pour avoir un champ de vecteurs tangent unitaire le long de . O

6. Vecteurs tangents dans R? et I’espace T,(R?)

Cette section semblera tres formelle et assez peu intuitive mais elle est d’une importance
immense pour la suite du cours et met a jour une nouvelle facon d’aborder la notion de

vecteur tangent dans I’espace R3.

DEFINITION 6.1. Soit p € R? un point. On dit que X, est un vecteur tangent de R3 en
p s’il existe une courbe lisse y: (—e,€) — R3 telle que v(0) = p et v'(0) = X,.

Bien str il y a de nombreux choix possibles pour trouver une telle courbe =, mais pour

nous toutes ces possibilités seront considérées comme équivalentes.

DEFINITION 6.2. L’ensemble de tous les vecteurs tangents a R? en p est appelé espace
tangent de R3 en p et il est noté TpR3.

Etant donné un point p € R3, les courbes
z(t) =p+1(1,0,0)
y(t) = p+1(0,1,0)
z(t) = p+t(0,0,1)
donnent lieu a trois éléments de TPR?’ que nous noterons
0 0 0
(&), (), = (52),

respectivement. Il est facile de voir que la correspondance

<6i>p & (1,0,0), (06;>p < (0,1,0), <§Z>p ©(0,0,1)
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donne lieu a un isomorphisme d’espaces vectoriels entre Tp]R3 et R3 mais, tel que le mon-

trera la suite du cours, nous aurons tout intérét a ne pas confondre ces deux espaces.

Une autre notion utile est celle du fibré tangent de R3 qui est tout simplement I’ensemble
TR® ={(p,X,) |p € R®, X, € T,R%}.

Le fibré tangent TR3 contient & lui seul tous les espaces tangents & R? en chaque point de
R3. En utilisant I'isomorphisme Tp]R3 ~ R? on peut identifier TR? & R? x R3. Notons en
outre qu’il y a une projection naturelle 7: TR?* — R3 donnée par 7((p, X,)) = p et que
celle-ci nous permet de définir un champ de vecteurs tangents sur R® comme étant une
application X : R3 — TR3? satisfaisant la condition 7 o X = Idgs.

On a les champs de vecteurs remarquables suivants :
A AR B AR B A
8x'p p7 a$ ’ Y 8y'p p? 8y ’ Y 8Z‘p p7 az »
qui vont jouer un roéle essentiel par la suite, en vertu du lemme suivant :

LEMME 6.3. Soit X: R?® — TR? un champ de vecteurs tangents quelconque. Alors il

existe trois fonctions a;: R >R (1 <i < 3) uniquement déterminées telles que

0 0 0
X = a1($7y72)7 + aQ(x7y7 Z)i + ag(a:,y,z)f .

ox oy 0z
DMONSTRATION. On a la composition
X ~
R3 - TR? - R® x R?

pr——(p,Xp) —— (p, (a1(p),a2(p), as(p)))-

Mais alors on a en tout p € R?

(a1(p), a2(p), as(p)) = a1(p)(1,0,0) + a2(p)(0,1,0) + as(p)(0,0, 1)

si et seulement si

3 =) (57) +ea0) (5,) +os0)(5))

si et seulement si

0 0 0
X = al(mayv'z)% + CLQ(ZIJ,y, Z)aiy —l—ag(x,y,z)%.
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La clé pour comprendre ce nouveau point-de-vue sur les vecteurs tangents et les champs

de vecteurs tangents réside dans la notion de dérivée directionnelle.

DEFINITION 6.4. Soit f: R3 — R une fonction réelle, p € R® un point et X, € TpR3

un vecteur tangent. La dérivée directionnelle en p de f dans la direction X, est le réel

d
Xp(f) = %f(p‘FtXp) —o0

Pour que cette définition ait un sens, il faut bien str que le terme X,, apparaissant
dans le membre de droite soit identifié & un élément de R? sous I'isomorphisme 7T,R? ~ R3.
Apres avoir choisi la base {(%)p, (%)p, (%)p} de T,R3, on a une expression trés simple

pour X,(f) :

LEMME 6.5. Etant donné un vecteur tangent X, = al( ~)p + CLQ( J)p T ag(gz)p, la
dérivée directionnelle de f dans la direction X, est donnée par

of of of

Xp(f)zalax 8y()+ 36()

(p) + a2

DMONSTRATION. En un point p = (p1,p2,p3) de R3 le vecteur tangent p + tX, peut
étre identifié & (p1 +ta1, p2+tag, p3+tas) et donc f(p+tX,) = f(p1+tar, p2+taz, p3+tas).
Par ailleurs, comme

d
ta;
dt(er a;)

la regle de dérivation en chaine donne bien

= a; (1<7,<3)

X,(0) = 50+ 6] = S+ L p)an + L .

O

Par ce qui précede on peut donc interpréter les vecteurs tangents & R? en p comme des

opérateurs sur les fonctions réelles définies sur R? :
X,: C®(R?*) - R
f— Xp(f)

On peut alors facilement démontrer (exercice!) les propriétés suivantes :
(1) (Linéarité) Xp(af + Bg) = aXp(f) + BXp(9);
(2) (Leibniz) X, (fg) = Xp(f)g(p) + f(0)Xp(9);
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(3) (aXp + BYp)(f) = aXp(f) + BY,(f)-

Comme la notion de dérivée directionnelle permet d’associer & X, € T,R3 et f € C°(R3)
un réel X,(f), on ne sera pas surpris par le fait que I'on puisse associer & un champ de
vecteurs lisse X: R? — TR3 et f € C°°(R3) une fonction

X(f):R®* =R

tout simplement définie par X (f): p — X,(f), en utilisant la dérivée directionnelle point

par point. Le champ de vecteur X peut alors étre interprété comme une application
X: C®°(R?) — C™®(R3).

On obtient alors facilement les trois propriétés suivantes :
(1) (Linéarité) X (af + Bg) = aX(f) + BX(g);

(2) (Leibniz) X(fg) = X (f)g+ fX(9);

(3) (f X +gY)(h) = fX(h) + gY (h).

Remarque : Tout ce que nous avons fait jusqu’a maintenant dans cette section pour le cas
n = 3 se généralise aisément au cas n quelconque. On a alors ’espace tangent T,R™ & R" qui
est un espace de dimension n, de base {(a%l)p, (3%2),), cee (%)p}, ou chaque X, € T,R"
peut étre vu comme X,,: C*°(R") — R au moyen de la dérivée directionnelle. Ceci permet

de voir un champ de vecteurs tangents X sur R” comme X : C*°(R") — C*°(R").

Nous allons maintenant analyser I'effet d’une application F': R” — R™ au niveau des
espaces tangents. Etant donné X, € T,R"™ un vecteur tangent a R", on considere la courbe
dans R™ ~: (—€,¢) — R™ donnée par y(t) = F(p + tX,). On obtient alors un élément
de Tp)R™ en considérant +'(0), un élément que nous notons (dF),(X,). Ceci permet de

définir une application
(dF)p: TpRn — TF(p)Rm

appelée la différentielle de F': R™ — R™ en p.

PROPOSITION 6.6. Si Uapplication F: R™ — R™ est donnée par F = (f1, fa,.- ., fm)

alors on a

(dF)p(Xp) = (Xp(fl)’Xp(fQ)’ R Xp(fm))‘
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DMONSTRATION. Si on pose

v(t) = Flp+tX,) = (filp+tX,), f2(p +1X,), .o, fn(p + X))

alors, par construction, (dF),(X,) =~/(0). Mais on se souvient que les dérivées direction-

nelles sont données par

d
Xp(fi) = L hp+1X,)|_ (1 <k <m)
ce qui donne bien le résultat. O

Cette proposition combinée a la propriété (aX, + 5Y,)(f) = aX,(f) + BY,(f) permet de

montrer
PROPOSITION 6.7. La différentielle (dF),: T,R™ — Tp,)R™, est une application linéaire.

Une autre observation importante est que si I’on choisit les bases {(a%l)p, ey (%)p} pour
T,R™ et {( 8x1) (p)r s (%) F(p)} pour T R™ on peut calculer le représentant matriciel

de (dF), de la maniere suivante. En se souvenant (Lemme 6.5) que 'on a

( (;)) ()= 52

(@F), ((82)) Z 50 (5),, 0=isn

C’est-a-dire que le représentant matr1c1el de la différentielle de F' en p, (dF),, est la matrice

Ofi
<8:Uj (p)> 1<i<m

1<j<n

on obtient

jacobienne de F'

déja rencontrée dans un premier cours de calcul différentiel dans 1’espace.

La lectrice et le lecteur attentifs auront peut-étre remarqué qu’au cours de ce chapitre
nous avons défini plus tot, pour une application F': R — R™ et un point p € R"™ un

premier objet, la dérivée de F en p
dF(p): R" — R™;
et que par la suite nous avons défini un second objet, la différentielle de F en p

(dF)pZ TpRn — TF(p)Rm
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En fait il s’agit de la méme notion! Essentiellement ceci découle de I'isomorphisme entre
TyR" (vesp. Tp)R™) et R™ (resp. R™) et ce sera un exercice formateur que de fournir les
détails permettant de justifier I'égalité “dF'(p) = (dF'),”.

7. Surfaces plongées dans R?

On dit qu'une application F': R® — R™ est un plongement lisse (resp. de classe CF)
si ' est lisse (resp. de classe C¥), F est injectif, F~': F(R") — R" est continue et,
en chaque p € R", on a (dF),: TyR" — Tx,)R™ injective. Cette définition se généralise
immédiatement a des applications définies seulement sur un ouvert &/ C R"™. Par des notions
élémentaires d’algebre linéaire, on sait que la condition (dF), injective est équivalente a
dire que Ker(dF'), = {0} ou encore a dire que la matrice jacobienne de F' a rang égal
a n. Notons de plus que ces conditions équivalentes ne peuvent avoir lieu que si 'on a
n < m (pourquoi?). Il y a également un point technique sur lequel nous n’insisterons
pas : en fait les conditions de plongement et un raffinement du théoreme de 'application
inverse permettent de montrer que Papplication F~1: F(R") — R™ est également lisse

(respectivement de classe C*), pas seulement continue.

DEFINITION 7.1. On dit que ¥ C R3 est une surface plongée si elle est localement
donnée par un plongement. C’est-a-dire qu’autour de chaque p € X il existe un plongement

X: Uy — Vp, pour certains ouverts V, C R3 autour de p et Uy C R? autour de (0,0), avec
x(Uy) = VpNE =:U,.

Il est important de remarquer que c’est une condition purement locale et qu’il y a
beaucoup de flexibilité pour le choix des ouverts U, et Uy. La facon la plus simple est de
prendre Uy = B((0,0),6) et U, = B(p,e) N ¥ pour certaines valeurs de 6 > 0 et € > 0

adéquatement choisies.

Exemple (La sphére S?) Esquissons une preuve du fait que

§*={(z,y,2) eR’ [ 2” +y + 27 =1}
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est une surface plongée. On considére les six ouverts suivants qui recouvrent 52 :
UF = {(z,y,2) €R® | (1,9, +/T— a2 —y2)} si 2 #0
U;Z{(x,y,z)eR?’Hx,i 1—$2—Z2,Z)}Siy750
Uy ={(2,y,2) eR® | (EV1 - 42— 22,y,2)} siz #0

On définit alors les applications suivantes :

X;t(xvy) = (l‘,y,:l:\/ 1—a? _y2)
X;t(x,z):(x,:l: 1—$2—Z2,Z)

X::Et(yaz):( 1_y2_227y72)

dont on peut facilement vérifier qu’il s’agit de plongements du disque ouvert de centre (0, 0)
et de rayon 1 dans R? vers R3. Par exemple x: Uy = {(z,y) € R? | 22 + 9% < 1} = U
est un plongement : c’est une application lisse partout sur Uy, dont l'inverse est tout
simplement la projection (z,y, —}—m) — (x,y) et est donc continue. Finalement

sa différentielle est
1 0

—x —y
\/1—z2—y2 \/1—zy—y2

ce qui établit directement que dx; est injective. Le lecteur, la lectrice pourront traiter

les cinq autres cas de maniere similaire. Il est a noter que 'on a vraiment besoin des six
ouverts considérés : UF ne couvrent pas les points de la sphere S? ot 22 +4? =1 et 2 =0,
alors que Z/lzj[ ne couvrent pas les points ol #2 + 22 = 1 et y = 0, si bien que 'on a besoin
de UFE.

Exemple (Graphe d’une fonction f: R? — R) Etant donné une fonction f: R? — R

qui est lisse on définit son graphe

Gr(f) = {(z,y,2) e R® | z = f(z,9)}.
Il s’agit alors d’une surface plongée dans R3 puisqu’on peut tout simplement définir le

plongement x(z,y) = (z,y, f(z,y)).
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Etant donné une surface réguliere Y, autour de chaque point p, X est localement
difféomorphe & un ouvert de R2. L’application x: Uy — U, permettant ceci est appelée un
systeme de coordonnées sur U,. I’application inverse XL U, — Uy est appelée une carte
locale de ¥ autour de p. A partir de x(u,v) on peut construire les courbes paramétriques

suivantes

u — x(u,vo) (pour vy fixe)

v — x(up,v) (pour uy fixe)

et lorsque 'on balaie toutes ces courbes, on décrit entierement ¥ dans un voisinage de p.

En considérant les dérivées partielles de x(u,v) = (x1(u,v), x2(u,v), x3(u,v))

Ox _ <5X1 X2 3)(3)

ou ou’ Ou’ Ou
Ox _ (9x1 9x2 Oxs
v \9v’ v’ O

Nous abbrévions la notation par d,x et d,x. Evaluées en (ug,vg) ces dérivées partielles
s'interpretent géométriquement comme les vecteurs tangents aux courbes paramétriques
x(u,v0) et x(uo,v) respectivement. Puisque 1'on a 9y, (uo, v0), Oy X (10, v0) € T,R3, on peut
les exprimer comme

&
=
I~
<
4
\O_/
[l
(]
Q
B
=
<
4
2
VN
SRS
N———
he]

La condition d’injectivité sur dy pour que x soit un plongement signifie que la jacobienne

o1 Oxa
ou ov
2 Ox2
ou ov
Oxs  Oxs

Ou ov
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est de rang égal a 2. Cette condition peut s’exprimer en considérant le produit vectoriel

dans TpR3

o0 6 9
821 aCEz awg

%) 9 2]
docx o= G B

o1 Ox2 Oxs
ov ov ov

qui doit étre partout non-nul pour que ¥ soit une surface plongée.

Il peut étre parfois laborieux de vérifier explicitement la condition de plongement pour
une surface. On a alors intérét a développer des idées générales permettant d’avoir des
conditions suffisantes pour obtenir une surface plongée et ainsi éviter de traiter des cas

particuliers un a la fois. Voici un exemple d’un tel résultat :

THEOREME 7.2. Soit f: R? — R une fonction dérivable et ¢ € R. Alors l’ensemble
M = {(z,y,2) € R3 | f(z,y,2) = 0} est une surface régulicre si la différentielle (df), est

non-nulle pour tout p € M.

DMONSTRATION. L’hypothese sur (df), signifie qu’en chaque point p € M au moins

une des dérivées partielles est non-nulle, disons %(p) =# (0 sans perte de généralité. Par le
théoreme des fonctions implicites on sait que, autour de p, on peut résoudre f(z,y,z) =c
par f(h(y,z)) = ¢ pour une certaine fonction lisse h(y, z). Mais alors on a autour de p le

plongement x(y, z) = (h(y, 2),y, z) et donc M est bien une surface réguliere. O

Par exemple on peut reprendre la sphere S? en la considérant comme lieu d’annulation de
la fonction f(z,y,z) = 2® + y? + 22 — 1. Sa différentielle est donnée en p = (z,y,2) € S?

par
(df)p = (23} 2y 2z> :

Le seul point de R3 olt (df), est nulle est (0,0,0) qui, de toutes fagons, ne se trouve pas

sur S2. Le dernier théoréme donne immédiatement que S? est surface plongée de R3.

8. Calcul différentiel sur les surfaces plongées

Nous procédons maintenant a une breve étude des applicarions dérivables, de classe
C* ou infiniment dérivables définies sur une surface réguliere ¥ ou encore vers 3. Puisque
la notion de dérivabilité est (1) locale et (2) connue pour des applications entres espaces
euclidiens, la chose naturelle a faire est d’utiliser les systémes de coordonnées locales sur
3.
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DEFINITION 8.1. On dit que F: ¥ — R™ est dérivable (respectivement de classe C* ou
C*°) si, pour chaque p € X, il eziste un systéme de coordonnées locales x: Uy — Uy, tel que

Fox: Uy — R™ soit une application dérivable (respectivement de classe C* ou c>).

Il est important de remarquer que ceci ne dépend pas de x : si on a deux systemes de coor-
données locales autour de p € X, x1 et x2 , alors si F o y; est dérivable (respectivement de
classe C* ou C™), on aura Foxs = (Foxi)o (Xfl ox2) qui sera dérivable (respectivement

de classe C* ou C*) comme composition d’applications de ce type.

De la méme fagon une application F': R” — X sera dite dérivable (respectivement de
classe C* ou C™) si autour de chaque F(p) € ¥ on a un systéme de coordonnées locales
X: Uy = Upy) tel que x"'oF:R" — R? soit dérivable (respectivement de classe C* ou

C*°. Comme ci-dessus cette définition est en fait indépendante du choix de x.

Etant donné une surface réguliere 3, on s’inspire de ce qui a été fait dans le cas de
R"™ pour donner une définition de vecteur tangent a ¥ en p : il s’agit d'un vecteur X,
qui est le vecteur vitesse d’une courbe lisse dans ¥ passant par p, c’est-a-dire qu’il existe
v: (—€,€) = X telle que v(0) = p et 7/(0) = X,. On dénote par T, I'ensemble de tous les

vecteurs tangents a > en p

LEMME 8.2. Soit x: Uy — U, un systéme de coordonnées locales autour de p € 3. Alors
T,X est engendré par OyX(ug,vo) et OyX(uo,vo), ot X(ug, vo) = p.

DMONSTRATION. C’est une conséquence facile de ’observation suivante laissée en exer-
cice : sivy: [a,b] — X est une courbe réguliére sur une surface 3 que I’on suppose entiérement
contenue dans une systéme de coordonnées x(Uy) C X, alors il existe une unique paire de
fonctions lisses

ap: [a,b] > R | ag: [a,b] = R
telles que y(t) = x(a1(t), az(t)) Vt € [a,b]. O

Par la condition de régularité pour la surface X, on sait que d,x et 9,x sont linéairement
indépendants, donc en chaque point p € ¥ on a que 7,2 est de dimension 2. Par ailleurs,

comme nous l’avions fait pour R™, on peut considérer la notion de fibré tangent de 3 :
TS ={(p,X,) | p€ %, X, € T,¥}.

avec projection 7w: T3 — 3. Un champ de vecteurs tangents sur X est alors une application

Z: Y — T telle que w o Z = Idy. Par ailleurs en chaque p € ¥ on a la décomposition en
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somme directe
TR} =T, @ vp.
En prenant le produit scalaire standard sur TpR?’ on peut alors choisir le sous-espace v,

de dimension 1 pour qu’il soit orthogonal a 7,%. En faisant ceci pour chaque p € ¥ on en

arrive a la notion de fibré normal a X,
v(X) ={(p,w) [ p€Z,w L T,X}

et de champ de vecteurs normal a la surface ¥, une application Y: ¥ — v(X) telle que
moY =Idy.
Exemple. La spheére S? étant donnée par f(z,y,2) =0, ot f(z,y,2) = 22 + 9% + 22 — 1,

on considere le champ gradient V f donné par

0 0 0
Vf= 23:% +2ya—y +2z$.

Intuitivement, on a que V f est orthogonal & S? et on peut démontrer ceci rigoureusement :
si v(t) = (z(t),y(t), z(t)) est une courbe de S? elle doit satisfaire

() +y(t)” +2(t)* =1

et en dérivant par rapport & ¢t on obtient 2z'(t)x(t) + 2y (t)y(t) + 22'(t)2(t) = 0 ce qui
signifie que ~v/(t) L V f(z(t),y(t), z(t)) tel que prévu.

Finalement, pour X, € T,X et f: ¥ — R dérivable nous avons la notion de dérivée direc-

tionnelle
d
Xp(f) = %(f O’Y”t:o

pour v(t) une courbe sur X avec y(0) = p et 7/(0) = X,,. Un champ de vecteurs tangent

lisse sur X sera donné par

3
0

avec des fonctions a;: ¥ — R lisses. Alors la dérivée directionnelle s’exprime comme
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9. Formes extérieures sur R?, R? et R?

Commencons par faire quelques rappels sur la dualité en algebre linéaire. Pour simplifier
la présentation nous traitons le cas n = 3, mais on pourra facilement retrouver les cas
n = 2 et n = 4, ou méme le cas général. On considére I'espace vectoriel R? muni d’une

base {e1, e, e3}. L'espace dual & R? est donné par
(R®)* = {a: R® - R | « est linéaire}.

Il s’agit d’un espace vectoriel si on le munit des opérations d’addition et de multiplication

scalaire résumées par la formule
(aa 4+ 0pB)(v) = aa(v) + bB(v) (a,b € R,v € R?).
A partir de la base {e1, e2, e3} on peut construire {e}, e}, e5} C (R3)* & partir de la formule
e;(ej) = 0y
que 'on étend par linéarité. Par exemple :
e1(2e1 + 3ea + 4e3) = 2¢j(e1) + 3ej(e2) +4ej(ez) =2-1+3-0+4-0=2.
PROPOSITION 9.1. L’ensemble {e},e5,e5} est une base de (R3)*.

DMONSTRATION. L’ensemble {e], €3, €5} est linéairement indépendant : en effet, si l'on

suppose que l'on a
are] + aze; + azey = O(pa)-

en appliquant cette équation d’égalité d’applications successivement a e, es et es, on ob-
tient a1 = ao = az = 0 ce qui permet de conclure. Ensuite on doit montrer que ’ensemble
engendre (R3)* : si w € (R?)*, alors

w(v) = w(arer + ages + ages) = ajw(er) + asw(ez) + asw(es)
= wlen)€l(v) + wlea)eh(v) + wles)ei(v)
= (w(er)et + w(e2)es + w(es)es) (v)

et comme ceci est valable pour tout v € R? on a bien
w=w(er)e] +w(e2)e; + w(es)es

tel que demandé. O
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Dans le cas général, un élément w € (R™)* s’exprime comme
w=aje] +age; + -+ apey,

pour certains réels aq,as, - - -, a, déterminant completement w.

DEFINITION 9.2. On appelle un élément de (R™)* une 1-forme extérieure sur R™. L’en-

semble des 1-formes extérieures sur R™ est noté A*(R™)

Il est important de saisir ce que fait une 1-forme extérieure w € A*(R") : elle s’évalue sur
des vecteurs v € R"™ et le résultat est un réel w(v). On insiste pour que ce processus soit

linéaire : w(aw + fv2) = aw(vy) + Pw(ve).

Exemple. Evaluons w = 4e} + 2e3 — e € AL(R?) sur v = 2e; + 3 — 2e3 :

w(v) = (4e] + 25 — €3)(2e1 + ez — 2e3)
= 4e](2e1 + e2 — 2e3) + 2e5(2e; + e3 — 2e3) — e3(2e1 + ea — 2e3)
=8+2+42
=12.

Le calcul au long peut sembler laborieux mais, en fait, la linéarité des 1-formes extérieures et
la dualité de bases donnant e} (e;) = d;; permettent de rapidement simplifier les équations

comme on le voit-ci-dessus.

DEFINITION 9.3. Etant donné deur 1-formes extérieures wy,ws € AY(R™) on définit

leur produit extérieur wi A wy: R™ x R® — R par

w1 (2)1) w2 (’1)1)

w1 Awg (v1,v2) = .
’ w1 (UQ) (/JQ('UQ)

Explorons quelques exemples. Si wy = 2e} — 3e} et wy = e} + e sont des 1-formes sur R?,
alors en évaluant sur les différentes paires que ’on peut former & partir de la base {e1,es}

on a
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w1 Aws (e1,e1) =0 =w; Awy (e2,€2) (sans calcul explicite, pourquoi 7)
Aws ( ) = 2 U _ 5
W wo (€e1,€9) = =
1 2 (€1, €2 3 1
Aws ( ) = 31 -5
w1 Aws (e9,e1) = =
1 2 (€2,€1 9 1

Nous aurions pu commencer par des exemples encore plus simples :

efNel=0=e;Ne]

I
—_

. . 1 0
el Nes (e1,e2) = 0 1

el Ne; (ez,e1) = ‘1 0‘ -1

0
——N
el Nes (e + Bea,ea) = aef ANes (e1,e2) + B ef Aes (ea,e2) =
ey Nes (er,aer + Bea) =a el Neb (e1,e1)+0 el Nes (e1,e2) =
—_—
0

Conclusion : e] A e} est bilinéaire sur R? x R2.

En fait la propriété de bilinéarité est vraie pour toute wq A we définie sur R™ x R™, ce qui
se vérifie aisément a partir de la définition

w1 (’Ul) w9 (1)1 )

w1 (’Uz) w9 (UQ)

w1 N\ w2 (’Ul,’Ug) =

Une autre propriété importante de ’application bilinéaire wy A we est son anti-symétrie :
w1 N\ wo (UQ,Ul) = — w1 Nwsy (1)1,’[)2),

qui découle directement de la définition apres avoir remarqué que pour passer de l'un a
I’autre, on permute tout simplement les lignes dans le déterminant 2 x 2. En particulier,
on remarque que l'on a

w1 Awz (v,v) =0 (Yo € R™).
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On dénote par A2(R™) I'espace vectoriel engendré par les éléments de la forme wy A ws,
pour wy,ws € AY(R™). On appelle un élément de A%2(R") une 2-forme extérieure sur R™.

Nous avons alors construit une application
A ALR™) x ALR™) = A2(R™)
(w1, w2) — wy A wa.
On vérifie facilement a partir de la définition

wi(vy) wa(vr)

w1 N\ wo (’Ul ’Ug) =
’ w1 (’Ug) wg(vz)

que l'on a
w1 A (aws + fws) = a w1 Awy + B w1 Aws
(w1 + Pw2) Nws = a w1 Aws + 8 wa A ws
c’est-a-dire que A: AY(R") x AY(R") — A%(R") est bilinéaire. De plus la définition donne

immédiatement que cette application est alternée : wy A wy = — wy A wy. Ceci donne en

particulier que pour toute 1-forme w € A'(R") on a w Aw = 0,2 ®7)-
Interprétation géométrique de :
(1) Leffet d’'une 1-forme w € A'(R™) sur un vecteur v € R".

Nous traitons le cas n = 3 pour fixer les idées, mais on retrouvera facilement le cas
général. Grace aux bases duales {e}, e}, e5} et {e1,e2,e3} de (R3)* et R? respectivement,
on peut utiliser les correspondances suivantes

w = aie] + aze; + azes «— (ai, az,as)
v = x1€1 + Toes + T3ez < (x1, T2, T3)

qui nous permettent de décrire 'effet de w sur v par

w(v) = (a1, a2,a3) - (x1, T2, 23),

“w»

ou est tout simplement le produit scalaire euclidien. Apres identification de w et v avec

leurs coordonnées respectives, on peut donc écrire

w(v) :wm:w(‘tu.ug w).
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(2) Leffet de w A n sur (vy,v9).

Etant donnés w,n € A'(R"), soit A € R le scalaire tel que 'on ait w | 7 — A\w dans

A'(R?). Posons 71, = 1 — Aw. Remarquons alors que

0
—~
WA =wAM—I)=wAn—AwAw=wAn.

si bien que leffet de w A n sur (vy,v2) est le méme que celui de w A7, et c’est cet effet que
nous étudierons.

Soient

-~ w ~ Nw
w=— et 77(1-) = — .
[0

|l
si bien que {@, 7, } est orthonormal dans A*(R?). De plus @(v;) et 7, (v;) sont respectivement
scalaires de la projection de v; sur w et 7,. Ensuite comme
w(vi) (o)

(:J/\ﬁw (’01,'02) - UJ(UZ) ﬁw(v2)

peut étre interprété comme 1’aire du parallélogramme défini par

w(v) ainsi que w(va)
(mw) a (m<v2>>'

Dauns le plan engendré par {w, 1, }, effet de wA7,, sur (v1, v2) est d’envoyer parallélogramme
de R3 (définit par vy et vo) sur un parallélogramme dans le plan engendré par {@, 7, }.
Par ailleurs, on a
w T
A =
el nll lewl[l]70]]

WAT, = w A Ny
et donc
w AN = [[w][|[7w]] @A .

Comme par construction on avait que w L 7, le terme ||w||||n|| est 'aire du parallélogramme
défini par w et 7,. Finalement notons que I'aire du parallélogramme défini par w et 1 est

égale a l'aire de celui défini par w et 7n,,. On a donc montré le résultat remarquable suivant :
THEOREME 9.4. L’effet de w An € A2(R™) sur (v1,v2) est donné géométriquement par

w A n(vi,v2) = |Aire({w,n})| x Aire(Proj,, ,~ {v1,va}).



34 1. NOTIONS DE BASE ET INTRODUCTION AUX FORMES EXTERIEURES

Attention : ceci ne donne pas une interprétation de l'effet d’un élément quelconque de
A2(R™) sur (v1,vs) puisque rien ne dit que tout élément de A%(R") s’exprime comme
w A n. Un élément de A%(R™) de la forme w A n pour w,n € A'(R") est appelé une 2-
forme extérieure pure. On peut montrer (voir TP) que : (1) tout élément de A%(R3) est

pur et (2) il existe des éléments de A%(R*) qui ne sont pas purs, par exemple e Aej+ejAej.
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Base de A%(R").

Il y a plusieurs éléments remarquables de A%(R™) : pour {ey,es,--- ,e,} base de R" et
{e1, €3, e} base duale de (R™)*, on a ef Aej € A?(R™) pour 1 < i,j < n. De plus on
sait que e Aej = Opzgny et €5 Aej = — ef Aej. Soit alors

B={e;ne;|1<i<j<n}

Affirmation : B est une base de A?(R™). on montre premiérement I'indépendance linéaire.

Si ’on suppose que l'on a

Z aij 6;‘ VAN 6;7 = OAQ(Rn)

1<i<j<n

que I'on applique a (e;, e;), on obtient directement a;; = 0 pour tous 1 < i < j < n tel
que voulu. Montrons ensuite que B engendre A%(R"). Soit w € A%(R"™) un élément quel-
conque. On sait qu’une application bilinéaire w: R™ x R™ — R bilinéaire est completement

déterminée par sa matrice

(aij) = (w(ei,ej)> (1<i,5<n).

Comme w est anti-symétrique, on a en fait que w est complétement déterminée par les

coefficients a;; pour 1 <14 < j < n. On a alors

w= Z w(ei,ej) ef Nej

1<i<j<n
carpour 1 <k <l<nona
*
w(ek, ;) = Z w(ei,ej)e; Nej (ex,er),
1<i<j<n M

lou0

ou les termes & droite valent 1 lorsque i = k et 7 = [ ou valent 0 sinon.

On a donc la formule générale pour la dimension de A?(R") :

n(n—l).

dim A%(R") = 5
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On s’intéresse particulierement aux cas de petite dimension n pour ce cours :

A*(R) = {0}

A%(R?) ~ R avec base {e} A €3}

A%(R?) ~ R? avec base {e] A€}, ef Aeh,es Ael)

A%(R?) ~ RS avec base {e] A}, e Al e Ael e N esAeles Ael)

Aprés avoir exploré explicitement les cas de A'(R™) et A?(R™), nous pouvons main-
tenant traiter le cas général A*¥(R™) des k-formes extérieures sur R". Etant donnés des

éléments w1, wo, - - - ,wy dans A'(R™) on définit

wi Awag A Awp: REXR"x - xR* - R

k}gis
par
wl(vl) CL)Q(Ul) wk(1)1>
wi(ve) wa(v2) -+ wi(ve)
Wi ANwa A=+ ANwg (vl,vg,...,vk) =
wl(vk) O.)Q(’Uk) wk(vk)

Les propriétés élémentaires du déterminant d’une matrice k X k permettent de montrer
que :

(1) L’application wy A wag A - - -wy, est k-linéaire (i.e. linéaire dans chaque facteur R” de sa
définition).

(2) L’application wy A wa A -+ - A wy, est anti-symétrique au sens ou
wl/\wZ/\/\wk (Ula"' 7vja"' s Uiyt avk) = *Wl/\WQ/\"'OJk (Ula”' s Uyt 7Uj7"' avk)'

En particulier, on note que l'on a wi Awa A -+ Awg (v1,-++ , 05, ,0;,- -+ ,v;) = 0 pour
tous 1 < ¢ < n. La propriété d’anti-symétrie se généralise aisément & une permutation

quelconque o € Gy, :
w1 Awg A+ AN wg (Ug(l),UU(Q),H' ,Ug(k)) =signo wy Awa A~ Awg (v1,v2,- -, V).

(3) En tant qu’applications, lorsque 1’on fait une transposition de deux 1-formes, on a la
relation

WA ANWGA - wp AW = — WL A AW A AW A A\ W
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Et plus généralement pour une permutation o € G on a
Wo(1) N We2) N+ AWy (k) =SIgN0 w1 Awa A+ - A wg.

Comme dans le cas de A%(R™), on peut obtenir (preuve laissée en exercice) une base
de A*(R™) en considérant
B={ej Nej, No--Nep | 1<y <ig <--- <igp <nj.
Ceci nous donne directement que
n n!
dim AF(R") = =
(") <k> kl(n — k)!
Exemple. L'espace A3(R?%) est engendré par I'ensemble de 4 éléments
{el Nes Nes el Nes Ney, el Nes Ney,es Nes Aeyt.

Observons par ailleurs que la formule (nfk) = (Z) permet de montrer I'isomorphisme
AF(R™) ~ A" *(R™). Par exemple A3(R*) ~ A(R%), et on rappelle qu'une base de ce
dernier espace est {e}, €5, e, e5}. Un autre exemple est A"(R") ~ AY(R") ~ R, ot1 une base
de A"(R™) est engendré par {ej Ae5 A---Ae;}. On appelle un élément w € A™(R™) une
forme volume et la n-forme extérieure e] Ae3 A --- Ae;, est appelée forme volume standard.

Elle est donnée explicitement par

ei(v1) ed(v) en(v1)

ei(v2) e3(v2) en(v2)
GTAGE/\-"/\BZ(ULUQV"avn): ' 2-

ei(vn) e3(vn) -+ ep(vn)

= det (v1v2 - - - vy)
= Vol({v1, v, -+ ,un})

ou le dernier terme représente le volume orienté du parallélépidede dans R™ basé sur les

vecteurs {vy,va, -+ ,Un}.

Puisque dim A™(R™) = 1 on sait que tout élément w € A™(R") s’écrit comme

*
ns

w=oa, el NesA---Ne
pour un certain «,, € R. On peut alors définir I’opérateur de Hodge

w: AF(R™) — A" F(R™)
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de la fagon suivante. Un élément quelconque w de A¥(R™) s’écrit comme
* * *
w= E Qipig-iy €5 N €y N Ney .
1<i) <ip<-+<ip<n

Nous introduisons la notation abrégée

w= E arey
I

oul'on a :

I : ensemble de k éléments croissants parmi {1,2,--- ,n};

ay est un réel associé a [ ;

ep=ef Nej, A---Aef silonal={iiz, -, i}

Remarquons que I C {1,2,--- ,n}, un ensemble ordonné de k éléments en ordre croissant,

donne lieu & un unique ensemble, également ordonné de maniere croissante, I¢ qui est le

complément de I dans {1,2,---n}. On est alors prét a définir 'opérateur de Hodge : on

kw = E ag x e}
1

pose

ou l'on a xe] = erej. avec

+1 si efAefe=¢€e]NesN\---Nej,
€r =

-1 si efAeje=—¢elNesA---Aej,
Autrement dit, on définit 'opérateur de Hodge * sur les e} de fagon a ce que
e;Nxef =€elNes N---Ney,

c’est-a-dire que e} A *e} soit la forme volume standard sur R™.

Exemple. Soit w = 3¢} A el + el Ael — 3 A el dans A%(R?). Alors on a
xw =3 (e] Ney) + x(e] Aes) —x(e; Aes).

On calcule

et donc on trouve xw = 3e3 — €5 — e].
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Discutons la construction du produit extérieur en général. On définit
A AFR™) x ALR™) — AFFH(R™)

de la fagon suivante : si on a a =Y aret € A¥(R") et 3= Bse% € A{(R™), on pose
1 J

aAp :ZOqBJ er N ey.
I,J

On doit faire ici plusieurs remarques :

(1) Cette expression est relativement simple a écrire dans la notation abrégée mais, si on
I’écrit explicitement, c’est assez long.

(2) Heureusement dans le développement au long, de nombreux termes s’annullent : a
chaque fois quun élément de I et un ¢élément de J ont un e en commun, le résultat du
produit extérieur est nul pour ces deux termes.

(3) L’expression & droite dans la définition de a A B (dans A¥/(R™)) devra en général étre

réécrite en fonction de la base
B={epm, Nemy Ao Nep, | 1T <my <mg < -+~ <myyg <n}

M4

de I’espace AFH(R™).
Exemple. Etant donnés o = e} —e5+2¢3 € AN (R3) et B = 2eiAes—ejAes+esnes € A2(R3)
on a
aNp=(e] —e;+2e3) N (2e] Ne; —e] Nes+e5 Aes)
=4de] Nej A es.
PROPOSITION 9.5. Si o € AF(R™) et 8 € AY(R™) alors on a BAa = (—1)"aAB.

DMONSTRATION. Exercice. O

10. Réalisation géométrique du formalisme des formes extérieures

Ce que nous avons fait lors de la section précédente est en fait tres général : étant
donné un espace vectoriel V on peut construire A*(V') 'espace des k-formes extérieures sur
V. Dans cette section nous voulons explorer la situation ou ’espace vectoriel considéré est

T, p]R3. On se souvient que cet espace de dimension 3 a pour base

(), (&), )}
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Son espace dual (T,R3)* possede alors une base duale que nous notons {(dz),, (dy),, (dz),}.
Ceci peut surprendre le lecteur, la lectrice attentifs étant donné ce que nous avons construit
avec soin comme étant la différentielle d’une fonction f: R? — R en un point p. Rappelons
que (df)p: T,R3 — Tty R. L'idée clé pour comprendre le lien entre les deux est d’utiliser
I'isomorphisme T, R ~ R. Cet isomorphisme permet de considérer I’application linéaire

(df ), comme une 1-forme extérieure sur 7T,R? :
(df)p: T,R®> = TpyR ~ R linéaire.
En particulier si 'on considere les trois fonctions suivantes

z:R> 5 R donnée par (z,y,2) — x
y: R® >R donnée par (z,y,2) — y

2: R¥> 5 R donnée par (z,y,2) — 2
alors on peut voir les applications

(da)p: T,R® = T,(»R ~ R
(dy)p: T,R® = Ty)R ~ R
(dz)p: T,R® = T,(nR = R

comme des éléments de (T, R3)*. Analysons l'effet de chacune sur la base standard de T,R3 :

(dz), ((;;)p) = % z(p+1(1,0,0))|,_, =1

o ((ay))
(do), ((;))

Q

d
- 2P +40,1,0)],_, =0

d
% .CE(p + t(oa 0, 1))’75:0 =0
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(dy), ((3‘1) ) = 410,00, =0

_4 y(p+1(0,1,0))],_, =1

d
= =y +40,0,1)],_, =0

d
= % Z(p+t(07 1’0))’t=0 =0

—
S|
N

) = % z(p+1(1,0,0))|,_, =0

=
oy
=
N -~ N~ N -~
7 N N
Q
o
~
=

Q
Q ‘Q
N———
s
I
&|
w
=
+
~
—~
S
o
—_
=
=
Il
o
I
—_

Conclusion : L'effet de {(dx),, (dy)p, (dz),} définies & partir des trois fonctions
T,Y, 2" R® 5 R

sur la base {(8%)1,, (B%)P’ (%)p, } permet de conclure que ce sont bien des bases duales I'une

de 'autre.






Chapitre 2

Formes différentielles dans R"”

1. Des formes extérieures aux formes différentielles

En tres bref, voici la transition entre le chapitre 1 et le chapitre 2 exprimée sous forme

d’un tableau :

Chapitre 1 Chapitre 11
Algebre (multi)linéaire Calcul différentiel
p point fixé p point variable
Formes extérieures sur T,R" | Formes différentielles sur R"

La transition est essentiellement la méme que celle déja effectuée pour passer des vecteurs
tangents de R™ aux champs de vecteurs tangents de R™. Nous allons construire les k-formes
différentielles a partir de ce que nous avons fait au chapitre précédent alors que nous avons

défini les k-formes extérieures. Pour k£ = 0 on se souvient de 'isomorphisme
AYT,R™) ~ R.

Sil’on fait maintenant varier p € R™ on obtient donc tout simplement une fonction f: R™ —

R. On a donc I’ensemble de 0-formes différentielles sur R™ :
QOR™) = {f: R" = R | f est lisse}.

Pour k = 1 on se souvient que I'espace AY(T,R") a pour base {(dx1)p, ..., (dx,),} et un

élément quelconque s’écrit comme
wp = a1(dz1)p + - - an(dzy)p,
ouai,...,a, € R. En faisant varier p € R™, on obtient une 1-forme différentielle sur R™ :
w = fidx1 + fodro + - - - + frdx,
ou fi, fa,..., fn sont des fonctions lisses de R” dans R. On a alors par définition que

w(p) = f1(p)(dz1)p + fa(p)(dr2)p + -+ + fu(p)(dzn)p.
43
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On dénote par Q(R") I'ensemble de toutes les 1-formes différentielles sur R”.

Exemple. L’expression w = xdx — ydy + 2°dz est un élément de Q'(R3). En fixant un

point p = (0, Yo, 20) on obtient w(p) € A*(T,R?) donné par

w(p) = zo(dz)p — yo(dy)p + Zg(dz)p

satisfaisant

£ &
SRS
N /N
I/~ TN

e Sle Pl

~
s S

Il Il

| 8
<@ o
o

&
/-\
=
N—

—
7 N
~_

=

—

I

W

(=] o}

Les 1-formes différentielles peuvent étre ajoutées entre elles selon la définition suivante : si
w = fidxy + -+ + fpdx, et n = g1dxy + - - - + gpdx, alors

wH+n=(fi+g)dxr + - (fn+ gn)dzy.

De méme pour tout o € R on définit
aw = (afr)dxy + -+ (afp)day,.

Remarque importante. (Dualité) L’isomorphisme AITP]R” ~ T,R"™ construit au chapitre
précédent permet de faire correspondre naturellement a une 1-forme différentielle w un
champ de vecteurs X, et, réciproquement, a un champ de vecteurs X on peut associer une
1-forme différentielle wx. Cette correspondance sous dualité sera notée par le symbole “f”,

c’est-a-dire que 'on a
Xy =1fw et wx = #1X.
Bien évidemment, par construction, on a que #2 = fof est I'identité autant sur les champs

de vecteurs que sur les 1-formes. On appelle “4” I'isomorphisme musical entre les champs

de vecteurs et les 1-formes différentielles sur R™.
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Lorsque k = 2 on a A?(T,R™) engendré par (dz;), A (dzj), (1 <i < j <n) et en variant

le point p € R™ on obtient la notion 2-forme différentielle donnée formellement par

w = Z fij dz; N\ dx;

1<i<j<n

ou chacune des (g) fonctions f;;: R™ — R est lisse. On a alors que w envoie p € R" sur

élément de A?T,R™. On dénote par Q%(R™) 'ensemble de toutes les 2-formes différentielles

sur R".

A Taide du produit extérieur, étant donné deux 1-formes différentielles a; et as on peut
construire la 2-forme différentielle a; A iy en généralisant ce qui a été fait dans la section
sur les formes extérieures. Par exemple, étant donné a; = xdr — dy + x%dz ainsi que

ag = zdr + xdy — 23dz, ona a1 Aoy € QQ(R3) donnée par

a1 A ay = (zdr — dy + 2°d2) A (zd + xdy — 23dz)
= (2® +2) de ANdy + (23 —23) dy Ndz — (227 + 2%2) dx A dz

Apres avoir vu quelques cas particuliers, on peut maintenant donner la définition générale :

DEFINITION 1.1. On appelle k-forme différenticlle sur R™ une expression de la forme

1<i1 <2< <1 <n

ot chacune des (Z) fonctions fi iy..qp, : R — R est lisse.

Une k-forme différentielle w est donc une application de R™ vers AFTR"™ donnée par
p — w(p) € AF(T,R™). On dénote par QF(R™) I'espace vectoriel des k-formes différentielles

sur R™. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel 7 (Attention au piege...)

Comme précédemment, on utilise souvent la notation abrégée et facile a manipuler formel-

lement

w=) frdu
I
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ou
I est un multi-index ordonné {iy,ia,...,ix}
f1 est fonction de R™ vers R associée a I
dep =dxiy Ndxig N - Ndzg,, (11 <idg < -+ < i)
Deux k-formes différentielles « = > frdzy et f =) grdxy sont dites égales si 'on a fr = g5
pour tout I. ! !

Exemple. (n-formes différentielles sur R™) Elles sont toutes du type
w=fdry Ndro A Ndxy,

pour une fonction f: R™ — R.

Exemple. ((n — 1)-formes différentielle sur R™) Elles sont de la forme
w= fidvo Ndxg A+ Ndxy, + fodry ANdxg A -+ ANdzy + -+ fodoy Adag A+ ANdxy,_1,
ce qui peut s’écrire de fagon plus économe comme
n
w:Zfi dri Ndxg A+ Ndx; N -+ Ndxy,

i=1

)

ou le symbole “le\/‘f signifie que 'on omet le facteur dz; dans I’expression.

On a la notion de produit extérieur de formes différentielles
A Qk(Rn) X QZ(R") — QHZ(R")
défini pour des formes différentielles o = Y frdxy et 5= grdx; par
T T

Oz/\B:Zf[gJ dxy Ndxy.
1.7

Exemple. Les calculs sont exactement les mémes que ceux rencontrés pour le produit

extérieur des formes extérieures. Par exemple
(ydz 4 zdy) A (z dz Adz +y dy Adz) =y? de Ady Adz+ 2* dy Adx A dz
= (y? — 2%) dz Ndy A dz

PROPOSITION 1.2. Si a € QF(R™) et B € QY(R™) alors on a B A a = (—1)Ma A B.
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DMONSTRATION. On commence par observer que l'on a
der Ndxj = dz;, /\-~-/\d$ik /\dxj1 /\--~/\d$jk

= (=)¥dxj, Adaiy A Ndxg, Adxzjy A+ Adxj,
= (—1)2kdl“j1 A dl‘j2 VAN dxil VANGEIRWAN dl‘lk N dl’j3 VANERIVAN dl’jk

(=DM dxj A Adaj, Adaiy A - A da,
= (—D)Mday A da;

Ceci nous permet de conclure que

BAra=> grfrdoyNdep= (=1 frg; dep ndey = (1) an .
1,J 1,J

0

COROLLAIRE 1.3. Pour toute forme différentielle de degré impair o € Q**TL(R™) on a
alANa=0.

DMONSTRATION. Immédiat. OJ

Il découle par ailleurs de ce qui a été fait pour les formes extérieures que 'on a la

bilinéarité du produit extérieur de formes différentielles :

WA (fm+gm)=FfwAm+gwAn
(fwur+gw) An=fwiAn+gwsAn

ou w,n,wi,ws, N1, N sont des formes différentielles quelconques alors que f et g sont des

fonctions de R™ dans R.

Exemples.
(1) Calculons

_ 2 2 22
(zdz+ydy)\(ydx+zdy) = xy dz /0\ dz +x*deNdy+y dyNdz+zy dy N dy = (z°—y*) deAdy.
0
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(2) Calculons

(xdx + ydy) N (xzdx A dz + yzdy A dz)

_ .2 2

=x°z d:n/()\d:n/\dz+xyz de Ndy Ndz + xyz dy Ndx ANdz + y°zdy A dy Ndz
0

= (zyz —zyz) de Ndy Ndz =0

Attention : Il existe des formes différentielles n € QF(R™) telle que nAn # 0... Par exemple

on vérifiera aisément que pour n = x1 dr; A dxe + x4 dxs Adxys on a
nAN=2x1x4 dxy Ndxg Adxs A\ dzy.

2. La notion de dérivée extérieure

Cet objet d: QF(R") — QF1(R"), fondamental pour le cours, est construit en deux

étapes.

Cas des 0-formes. L'opérateur d: Q°(R") — QY(R™) s’applique sur une 0-forme, c’est-a-
dire une fonction lisse f: R™ — R, pour donner df € Q'(R"). On définit tout simplement

df = ZaTsi da;,
=1

c’est-a-dire qu’en chaque p € R” on a

F@) =Y 51 (0) (dri)y € AU(TRY)

Notons que ceci correspond a un élément de T,R" sous la dualité {(dz;),} <> {< 62) }.
‘/p
Quel est le dual de df (p) ? C’est tout simplement le gradient V f(p) de f en p. Ceci étant

valable en chaque p € R™, on voit donc que la 1-forme différentielle df € Q! (R™) correspond
a V f sous dualité.
PROPOSITION 2.1. L’opérateur d: Q°(R"™) — QY (R™) satisfait les propriétés suivantes :
(1) (Linéarité) d(af + bg) = adf + bdg (Vf,g € Q°(R™) Va,b € R).

(2) (Leibniz) d(fg) = fdg + gdf (Vf,g € Q°(R™)).
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DMONSTRATION. Ceci découle des propriétés analogues pour les dérivées partielles de

fonctions. Par exemple pour la propriété de Leibniz :

"9

d(fg) =Y  =—(fg) dw;
z‘:1a$i
N~ 09  Ofy
_;(faxi—i—gaxi)dx,
N9, NOf
—f;amidavz—i—g;aa%almZ
= fdg + gdf.

0

Cas des k-formes. On définit d: QF(R") — QFFL(R™) de la fagon suivante. Pour un

élément quelconque o = 3 frdz; € QF(R™) on pose
i

da = dfr Adar.
I

Explicitons cette définition pour mieux la saisir. Par la définition de différentielle d’une

fonciton on a

da:Z(Zaa;; dxk.)/\dxj

1 k=1

et pour chaque indice I donné on remarque que l’'on a

=0 =0
(Zidxk)Adszzai dxi N dxyg

= 0T =1 9Tk
Z gf dxy Ndxy
ke{1,2,...,n} Tk
kgl

L’effet de d sur un élément frdz; est donc de le transformer en somme de termes de la forme

dxy N\ dxr (k ¢ I) pondérés par la dérivée partielle ngk. Puisque ce sera particulierement

utile pour la suite du cours, nous explicitons le calcul de 'effet de la dérivée extérieure sur

les 1-formes et les 2-formes différentielles :
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n
Etant donné une 1-forme différentielle « = > fidx;, on a
i=1

da:i:dfi/\dxi—z Zafz da;) A da;
i=1 =1 j=1
zzzafz dr; \Ndx; = Z gfl dz; N\ dx;

— Zj
i=1 j=1 1<4,5<n
0
= E fi d:IZ] Adzx; + E 0fi dx RA dx;
i Oz
1<i<j<n ~°J 1<j<i<n _°J
1<i<j<n 1<i<j<n

et donc on obtient finalement

af;  Of;
do = Z (Bac]i_axj) dz; N\ dx;

En particulier notons que pour une 1-forme différentielle sur R3, disons a = fdx+gdy+hdz,

on a

09 Of oh  Of oh  0Og
da_(%—a—y)dx/\dy+(%—&)da:/\dz+(8—y—&)dy/\dz.

Par exemple on a

d((z + y)dz + y*dy + (32° + 22)dz) = [ldz + 1dy] A dz + [2ydy] A dy + [92°dx + 2d2] A dz
= dy A dx + 92%dx A dz
= — dx Ady + 92%dx A dz

Pour ce qui est maintenant de l'effet sur les 2-formes différentielles, si on considere la

2-forme o = )  fij dzy Adxj, alors on a
1<i<j<n



2. LA NOTION DE DERIVEE EXTERIEURE 51

Ofij
89&2 dmk /\dxz/\d:nj

da= Y dfijAd Ndzj= Y Z

1<i<j<n 1<i<j<n k=1

E fl] dzy A dz; A d.’Bj + E f” dxy Ndzx; A dacj
—~ _ Oxy, L~ Oz
1<k<i<j<n 1<i<k<j<n

Ofis
+ Z af] dzy N dx; A dx;

L= Lk
1<i<j<k<n

0
- ¥ fik dr; Adwj Adrg+ Y a‘];’“ daj A da; A day
1<i<j<k<n 1<i<j<k<n 7
+ Z %da:k/\dm/\dm
& Oz, ’ !
1<i<j<k<n

ce qui donne finalement

8.%‘ 8a:j + axk

da = Z (8fjk — O 8fij) dz; \Ndx; \dxy,

1<i<j<k<n

En particulier pour une 2-forme différentielle sur R3 qui est donnée par I’expression
o= fdx Ndy + gdx ANdz+ hdy ANdz on a
oh 0g Of
d _—— de Ndy Nd
“= (8.%' oy + 8z) ynaz.

PROPOSITION 2.2. La dérivée extérieure d: QF(R™) — QFFY(R™) satisfait les propriétés
susvantes :
(1) (Linéarité) d(ac + bB) = ada + bdf (Yo, B € QF(R™), Va,b € R).
(2) (Leibniz généralisée) d(a A B) = da A B+ (—1)Fa AdB (Ya € QF(R™), VB € QYR™))

DMONSTRATION. (1) Exercice.
(2) Etant donné a = > frdxy et B =) gjdzy on a

I J

d(a/\ﬁ) :d(Zf[gJ dl’[/\dLIZJ) = Zd(f]gj)/\dxj/\dxj
1,J I1,J

= Z(fIdQJ + gydfr) Ndzr ANdx g
I1,J

= dff Adar Agydzy+Y (1) fr dep Adgy Aday
I1,J I1,J

=daAB+ (-DFands
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O

La propriété fondamentale de la dérivée extérieure, sur laquelle une partie importante

de la suite de ce cours reposera, est résumée en une simple équation
Plus précisément on a

THEOREME 6. Pour toute forme différentielle w € QF(R™) de classe au moins C2, on
a que d(dw) = 0 € QF2(R").

DMONSTRATION. Soit w = > frdx; une k-forme différentielle de classe au moins C2,
I

on a alors
d(dw) = (def /\de>
I
- d<21: <j1 Z;Z dxj) /\d:c1>
:d<¥;g£ d:nj/\d:nj)
— ZI: (id(?i‘;) d:):3> A dxy
Mais on a

O fr 0 fr
2 <axiaxj - axjag;) dwi A dzj

0

1<i<j<n

=0

arce que Nous avons supposé que w est au moins de classe C? et, conséquemment, toutes
M )

. : 2 : Pfr _ 01
les fr sont également au moins de classe C* et satisfont donc z.00; = Da,0m;" O
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L’expression d(dw) = 0 peut s’écrire de plus sur facons : d*w = 0 ou encore (d o d)(w) = 0,

exprimant a chaque fois la méme chose.

Une forme différentielle w € QF(R") est dite fermée si elle satisfait 1’équation
dw =0

alors que w est dite exacte si elle satisfait 1’équation
w=dn

pour une certaine forme différentielle n € Q*~1(R™).Une application directe du Théoréeme

6 nous permet de montrer que toute forme exacte est fermée : si w = dn alors on a
dw = d(dn) = 0.

Important : La question réciproque, demandant si une forme fermée est forcément exacte
est beaucoup plus difficile & aborder et c’est une question d’une importance capitale dans

le domaine de la Topologie algébrique.

Etant donné une forme différentielle w € QF(R™) on se demande si elle est exacte. Par ce
qui précede on sait qu'une condition nécessaire est que w soit fermée. Comme exemple pour

fixer les idées considérons les formes différentielles sur R :

QO(R3) OL(R3) O2(R3) O3 (R3)
3
f a=> fidr;|lw= > fij dx; Ndxj | = f dxi Adxe Adxs
i=1 1<i<j<3

(0) f ne peut pas étre exacte puisqu’il y a rien avant Q°(R3) sur lequel d pourrait agir.

(1) Pour que « puisse étre exacte, il faut que da = 0 et on se souvient que 1’on a

da = Z (afj — 8fi) dx; N dz;.

1<i<j<3

On doit donc satisfaire les trois équations

ofi _0f O _0fs  Oh _0fs
8562 8.1?1 axg aml 3133 8332
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Si ces équations sont satisfaites, on chercher alors g € QO(R3) telle que dg = . Cette

équation revient a résoudre le systeme

99 _
oz —fl
99 _
Ox2 —f2
99 _
x5 —f3

qui peut a priori avoir, ou pas, de solutions. Donnons un exemple concret.

Exemple. Considérons o = ydx + (2 cos(yz) + x)dy + y cos(yz)dz. Vérifions premierement

que « est bien fermée :
da = dyNdz—+dzAdy+(cos(yz)+z(—ysin(yz))dzAdy+(cos(yz)+y(—z sin(yz))dyAdz = 0.
Pour voir si a est exacte on doit tenter de résoudre le systeme

99 _

Ox1 — )

99 _

Jay = zcos(yz) +
99

T =Y cos(yz)

La premiere équation donne g = yz + ¢(y, z). En combinant ceci a la seconde équation on

a que g—; = zcos(yz) et donc c(y, z) = sin(yz) + k(z). La troisieme équation nous donne

% = 0 et donc k(z) est constante. Ce calcul nous permet de conclure que l'on a

a = d(yx + sin(yz))

et donc a est bien exacte.

(2) Pour que w puisse étre exacte, il faut & tout le moins que 'on ait dw = 0. On se souvient

que la formule générale pour dw est dans ce cas

dw = Z (af]k - Of ik + af”) dx; N d.%'j A dzy

ox; ox; ox
1<i<j<k<3 i J k

ce qui se réduit tout simplement a

Of2s  0f3 n df12

8561 8:c2 8333 =0
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3
Si cela est satisfait, on cherche a = }_ gidw; telle que da = w ce qui signifie que I'on

=1
cherche a résoudre le systeme
8gj 8gi .
— = 1<i<j <3
8.%- 8.%']' f” ( ! J )

(3) Puisque n = fdx1 A dxo A dxs satisfait automatiquement dn = 0 (pourquoi?) on
passe directement a la question d’exactitude. On doit résoudre I’équation n = dw, avec

w= Y. g dz; \dx; c’est-a-dire
1<i<j<3

0923 _ Og13 0912

8.7}1 8.%‘2 81’3 - f

Généralisons ce qui précede. En partant de I’espace R™ on construit

d d d d d

QOR™) —“s QLR™) — 2 QF(R™) .. - Q"(R") 0

ol & chaque étape on a d?> = 0. On appelle ceci le complexe de deRham pour R™. 1l sera
important de distinguer tous les opérateurs de dérivation extérieure dans le complexe ci-
dessus, ce que nous faisons en indiquant le degré des formes différentielles auxquelles il

s’applique. Pour chaque 1 <k <n on a

dj— dy,
Qk—l(Rn) (k—1) Qk(Rn) (k) Qk+1(Rn)

et dans QF(R") il y a deux sous-espaces remarquables : Im dg—1)y =4d (Qk_l(R”)) ainsi que

Ker d() = {w € Q%(R™) | dw = 0}. Selon la terminologie introduite plus tot le premier sous-

espace est constitué des k-formes différentielles exactes, alors que le second est composé des

k-formes différentielles fermées. La propriété d?> = 0 démontrée précédemment peut alors

étre ré-interprétée de la facon suivante :

Im d(lcfl) - Ker d(k)

On appelle k%™ cohomologie de deRham de R™ 'espace vectoriel
Hip(R™) = Kerdy)/Imd,_y).

Exemple. Calculons explicitement HC}R(]RS). Soit a = fidxy + fodzs + fzdws € QY(R3)
fermée. La condition da = 0 signifie

af;  0f; ;
ox; ij -
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Montrons que « est exacte : il existe g € QY(R3?) telle que o = dg. Posons en effet
1 p) x3
9(z1, 22, 73) = /fl (t, x2, x3)dt + /f2(0,t,$3)dt + /f3(0707t)d75~
0 0 0

Par le Théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral ainsi que la formule de

dérivation sous l'intégrale, on obtient alors

dg 0g dg
dg = =—=d —d —d
g 8:701 1 + 6902 2 + 6173 3

1 5
= [fi(z1, 22, 23)]dz1 + [f2(0, 22, 7:3) -I-/ag(t,xz,ws)dt]dxz
0

T T2
0f1 0fs
+ [fg(O,O,.%’g)—F/8£3(t,$2,l‘3)dt+/M(O,t,xg)dt]dxg
0 0

En utilisant la condition da = 0 donnant les égalités de dérivées partielles rappelées

précédemment, on a alors

T
0
dg = [fi(z1, 22, z3)]dx1 + [f2(0, 22, 3) —i—/aﬁ(t,xg,xg)dt]da:g
0

x] z2

+ [fg(o,o,x3)+/§f (t,$2,$3)dt+/gf3

g/3 ks
1 o
0 0
= [fi(21, 22, 23)|dx1 + [f2(0, 22, x3) + fo(21, 22, 23) — f2(0, 22, 23)] day
+ [fg(o, 0, xg) + f3(l‘1, 9, 1‘3) — f3(0, o, xg) + f3(0, 9, .263) — f3(0, 0, 1‘3)] dl‘g

= fi(x1, z2, x3)dx1 + folx1, 22, 23)dxs + f3(21, 22, 23)d23

(0, t, xg)dt} d.CC3

ce qui montre bien que a = dg tel qu’annoncé.

En fait, cette preuve peut étre assez facilement généralisée (voir TP) pour donner une
preuve alternative du résultat remarquable suivant, qui confirme que pour ’espace R™ la

cohomologie de deRham est aussi simple que possible :

THEOREME 7. (Lemme de Poincaré) Tout élément fermé w € QF(R™) est evact si
k>1.
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DMONSTRATION. On construit en effet
H: QYR"™) — Q- H(R™)
telle que :
(1) H(0) = 0;
(2) w= H(dw) + d(Hw)

pour tout élément w € QZ(R”) (I > 1). On aura alors le résultat parce que si 'on suppose

en outre que w est fermée, on aura bien
w= H(dw) + d(Hw) = H(0) + d(Hw) = d(Hw)

tel que voulu.

On se souvient qu'une [-forme différentielle s’écrit comme
n= E Nivin--i; dz;, Ndziy N\ A d.’L‘Z‘l.
1<it <ig <<y <n

On définit alors
1

l
H(’I’]) = Z Z(—l)j_l /tl_lnilig---il (t.T)dt Ti; dl‘il /\dCL‘i2 AR /\d/ljJ /AR d:l/‘il.

1<i) <ig<--i;<n j=1 o

Siwe Nk (R™) est une k-forme différentielle quelconque, elle s’écrit comme
w = Z Wiq iy, da:il VANERRIVA dxik.
1<iy < <ip<n

La preuve que w = H(dw) + d(Hw) est un calcul subtil :

Par la dérivation sous l'intégrale, on a

1

dHo) =k Y / 1o t:):)dt)dac“ A dzg,

1<, << <n 0
1

k n
+ Z ZZ(_l)j_1</tk&g;m“(tx)dt):cijd:cm/\dmil /\---/\d/x-?j A .odx,

1<i1 < <ip<n j=1 m=1 0
Par ailleurs puisque ’on a

dw = Z Z Oui-i Az, Adzi, A« Adzg,

ox
1<) < <ig<nm=1 m
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on a alors
1

H(dw) = / Py )dt) T dag, A+ A dg,

1<Z1< <ip<nm=1

n

0
k 1
+ Z Z Z( /tkaw“ zk )dt)xijdxm/\diﬁil /\-~-/\67:L-“?j A..ody,
0

1<iy <-<ip<nm=1 j=1

Miracle... les deux triples sommes s’annulent! On a alors

1
d(Hw) + H(dw) = > k( / tk’lwil...ik(ta:)dt) dziy A+ A dg,
0

1<i; << <n

+ Z Z (/tkaw“ Z’“( x)dt)xm dxi, N -+ Ndx;,

1< < <ipg<nm=1

= Z </ %(tkwil...ik (tx))dt) dxi, A+ ANdzg, (dérivation d’un produit)

1<i; << <n
= E Wiq g, (iL') d.%’il VANERRIA d.%'ik.
1<i; <-<ip<n

O
Le Lemme de Poincaré nous donne donc, pour ce qui est de la cohomologie de deRham que
Hjp(R") =0

pour tout k > 1. Est-ce a dire que pour tout ouvert &/ C R" on aura H 5R(Z/{ ) =0 des que
k > 17 Non... et il est utile de voir dans la preuve qui précede ou les choses peuvent ne pas
fonctionner lorsque 1’on remplace R™ par un ouvert quelconque. L’exercice suivant donne
les idées essentielles pour démontrer que la cohomologie de deRham peut étre non-nulle

dans certains cas.

Exercice. (Une forme fermée qui n’est pas exacte) On considere la 1-forme différentielle
définie sur R? — {(0,0)}

_Y _r
22 + 92 22 + 92
(1) Montrez par un calcul explicite que w est fermée.
(2) On rappelle que F': (0, +00) x (0,27) — R? donnée par F(r,0) = (rcosf,rsinf) est

w = dx + dy.
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injective avec dF partout injective également, si bien que 'on a F~1(x,y) = (r(z,y),0(z,v))

avec
(e,y) = Var + 17

arctan(y/x) x>0,y>0
m+arctan(y/xz) = <0

0(x,y) = { 27 + arctan(y/z) = >0, y <0
/2 x=0,y>0
3m/2 z=0,y<0

Montrez que sur R? — {RT x 0} on a w = df.

(3) Montrez que 6 ne peut étre étendue de maniére continue & R? — {(0,0)}.

(4) Déduisez de ce qui précede qu’il n’existe pas de fonction f: R? —{(0,0)} — R telle que
w = df.

3. Opérateurs vectoriels et formes différentielles

Une utilité premiere des formes différentielles est de donner une approche unifiée et
relativement simple d’objets prenant leur origine en physique et aujourd’hui quelque peu

vétustes en mathématiques : les opérateurs vectoriels.

Exemple. Commencons la discussion par un exemple simple, le champ gravitationnel

= mMyg
F=- T 7
r
ou m, M sont les masses respectives de deux corps, 7 exprime leur emplacement relatif
dans R3, r = ||7]| et g est une constante gravitationnelle.

Si on écrit 7= (x,y, ) alors sur R® — {(0,0,0} on a

- mMg
F= F(fL’,y7Z) - —(.'E2 + y2 + 22)3/2 (xaya Z)‘
Considérons alors la fonction
mMg
T,Y,2) = — .
f( Y ) (x2 +y2 +22)1/2
Son gradient est donné par
Vi(z,y,2)=—mMg ( ’ J - )

(x2+y2+z2)3/2’ (x2+y2+22)3/2’ (x2+y2+22)3/2
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si bien que l'on a Vf(z,y,z) = F(z,y,z). On dit alors que le champ gravitationnel sur
R? —{(0,0,0)} est un champ gradient, c’est-a-dire qu’il peut s’exprimer comme le gradient
d’une fonction définie sur le méme espace.

On se souvient que sous dualité on a, en toute généralité, que :

(1) un F champ de vecteurs correspond & une 1-forme différentielle a 7

(2) V correspond a d.

Dans le cas du champ gravitationnel F = F(z,y, z) = —% (z,y,2) et la fonction
f(l',y, Z) =-—mMg ((x2+y2iz2)3/2’ (x2+y2?i,22)3/2’ (552+y22+z2)3/2) tels que F' =V f, on a

x Y z

df = —mM d d
f = —m g((x2—|—y2—|—22)3/2 Tt (22 + 42 + 22)3/2 y+ (22 + 42 + 22)3/2

dz)

et la condition F = V J correspond a az = df. Clest-a-dire que la condition “F est un
champ gradient” correspond sous dualité a la condition “az est une 1-forme exacte”. On
se souvient qu'une condition nécessaire pour avoir az = df est que daz = 0 (i.e. f)z 7 est
fermée). 11 est 1égitime de se demander quelle est la condition correspondante sur F'.

La discussion faite pour le cas du champ gravitationnel pose des questions tout a
fait générales sur les champs de vecteurs et leurs 1-formes différentielles correspondantes.
Pour les explorer introduisons ’opérateur vectoriel suivant : le rotationnel d’'un champ de

vecteurs. : si F' = (f1, fo, f3) exprime un champ de vecteurs F de R3, on pose

ot F =V x F =

= Sl ~u
3 Qo <
& Yl =

Autrement dit, on a défini

Ceci devrait rappeler quelque chose au lecteur ou a la lectrice attentifs... En effet, pour
ap = fidr + fady + f3dz on a obtenu

_(9fs _oh ofs _0h ofs _0f
F_(&z: 8y)dx/\dy+(8z az)dx/\dz+(8y Oz)dy/\dz'

En appliquant 'opérateur de Hodge *: Q?(R3) — Q(R?) on obtient

*daﬁ:(%«f_%?) a4 (2 af?’)dw%f—%ﬁ) .

da

0z ox
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et alors la condition daz = 0 correspond sous dualité a la condition rot F=VxF=0.

Nous avons donc établi de facon indirecte mais trés économe que :
Une condition nécessaire pour que F' soit un champ gradient est que rot F' = 0.

En Physique, un champ de vecteurs F tel que V x F = 0 est dit irrotationnel. On voit

alors que le fait qu’'un champ gradient soit toujours irrotationnel, écrit en équation comme
rot(Vf) =V xVf=0

provient donc du fait que d?> = 0 au niveau des formes différentielles : en effet, il est facile
de vérifier que 'on a V =fod et rot =foxodof sibien que 'on obtient bien
rot(Vf) = (toxodo t)(f od)(f) =foxod?(f) =0.
~~
Id
Un autre opérateur vectoriel fréquemment utilisé est la divergence : comme précédemment,

si F' = (f1, fa2, f3) exprime un champ de vecteurs F de R3, on pose

o = Ofi  O0fr  Ofs
divF =V -F=—"—+4+—+ —.
ox y 0z
Cet opérateur est interprété de la facon suivante dans le contexte des formes différentielles :
- i * d * =
Fy - Qg - kU | dxap—— div F.

En Physique, un champ de vecteurs F tel que divE = 0 est dit incompressible. Le fait
remarquable voulant qu'un champ de vecteurs s’exprimant comme le rotationnel d’un autre

champ de vecteurs soit incompressible, exprimé en équation par
div(rot F) = V- (V x F) = 0,

découle selon notre formalisme de formes différentielles de la propritété d> = 0. En effet,
on a
div(rot F) = (xodoxoff)(foxo dot)(F) = £ 0 d*(wp) = 0.
—
+1d

A partir de ce qui a été développé lors de ce chapitre, la plupart des identités du calcul
vectoriel utilisées dans divers domaines de la Physique peuvent étre facilement dérivées a
partir du formalisme des formes différentielles. Le gain n’est pas tant calculatoire, mais
plutét d’avoir découvert des principes unificateurs (dualité, d> = 0, etc) permettant de
mieux comprendre ces notions classiques. Le lecteur, la lectrice pourront s’amuser a dériver

les identités suivantes selon la méthode détaillée ci-dessus :
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V- (Vf)=Af
V(fg) = fVg+gVf
V- (fF)=fV-F+F.Vf
VX (fF)=fVXFE+VfxF
Vx(VxF)=V(V-F)-VF
V(FxG)=G-(VxF)—F-(VxG)

pour f,g des fonctions de R? dans R et F , G des champs de vecteurs sur R3.



Chapitre 3

Applications induites sur les formes différentielles

1. Déterminant et algebre multilinéaire

On a introduit au cours d’algebre linéaire la notion de déterminant d’'une matrice n X n

A :
aix; a2 - A1n
a21 a2 - a2n
det A =
Gn1 Aap2 - dpn

et ’approche la plus souvent utilisée est récursive, appelée formule de Laplace selon la je™e

colonne :

det A = Z(—l)iJrjaij det Ai,ja
i=1

ol A;; dénote la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue & partir de A en enlevant la i®™ ligne
et la 7™ colonne. Pour les fins de ce cours, il est beaucoup plus avantageux d’introduire

le déterminant selon une approche axiomatique.

PRrOPOSITION 1.1. I existe une fonction unique, la fonction déterminant det, qui as-
signe a chaque ensemble ordonné {aj,agz,--- ,an} de vecteurs dans R™ le nombre réel
det(ay ag --- an) satisfaisant les axiomes suivants :

(1) Multilinéarité :

det(a; ag ---«aa;+ by ---a,) = adet(a; ag -+ a; ---a,) +fdet(ag ag -+ by ---ap).
(i) Antisymétrie :

det(al ags --- aj --- aj an):—det(al ag - aj I THRED an)

63
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(iii) Normalisation : Pour la base canonique {e1,e2,--- ,en}, on a
det(e; eg -+ ey) = 1.

L’axiome (iii) permet tout simplement de fixer & 1 le déterminant de la matrice identité
I, xn- Les deux autres nous disent comment le déterminant change lorsque 1’on effectue les
opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice A. On rappelle qu’'une telle opération
élémentaire E est d’un des trois types suivants.

Type I : additionner a une colonne un multiple d’une colonne distincte.

Type II : multiplier une colonne par une constante non-nulle c.

Type III : échanger deux colonnes quelconques.

LEMME 1.2. Si E est une opération élémentaire sur les colonnes de A, alors on a
det E(A) = kdet A, ou K est donné par
1 st E est de type 1
K=14 c si E est de type 11
—1  si E est de type II1
DMONSTRATION. L’effet d’un opération de type II est clair étant donné l’axiome (i),

alors que Deffet pour le type III découle directement de 1’axiome (ii). Dans le cas de celui

d’une opération de type I on a

det(a; ag ---aj+cagx ---ap) =det(a; ag ---a;---ay) +cdet(a; ag -+ ax ---an)

0
:det(al as "'ai"'an)

ou les égalités découlent des axiomes (i) et (ii) en utilisant le fait (crucial) que i #k. O

THEOREME 8. (Unicité du déterminant) Les aziomes (1)-(iil) caractérisent de maniére

unique la fonction déterminant pour les matrices n X n.

DMONSTRATION. Soient det et det’ deux fonctions satisfaisant les axiomes (i)-(iii). On
distingue deux cas : si A est une matrice inversible ou bien si elle ne Iest pas. Dans second
scénario, on a par de l'algébre linéaire élémentaire que les colonnes de A, {az,az, -+ ,an},
constituent un ensemble linéairement dépendant. Supposons sans perte de généralité que
l'on a

a; = apaz + azag + - -+ + apan.
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On a alors par les axiomes (i) et (ii) que
det A =det(a; ag --- ap) = Zai det(aj ag --- an) =0
=2

et pour exactement les mémes raisons det’ A = 0, ce qui établit le résultat.

L’autre possibilité est que A soit inversible, auquel cas on sait par un premier cours
d’algébre linéaire que A est équivalente & la matrice identié I, aprés avoir effectué
une suite d’opérations élémentaires F, Fo, - -- , E,,. Par le lemme précédent, pour chaque
1 < k < m leffet de Ej est de changer le déterminant par un réel ki et donc la axiome
(iii) donne & la fois pour det A et det’ A :

1 =det Iyyp, = det(EpEm—1 - E1(A)) = kmkm—1 -+ k1 det A
1= det/Ian = det’(EmEm_1 s El(A)) = RmKRm—1""" Iildet,A

ce qui permet de conclure que 'on a bien det’ A = det A. [l

Un des avantages d'une approche axiomatique du déterminant est d’utiliser I'unicité obte-
nue a partir des axiomes (i), (ii) et (iii) pour démontrer indirectement que si une expression,

par exemple
n

Z(—l)iﬂaij det Ai’j

i=1
apparaissant dans la formule de Laplace, est multilinéaire, antisymétrique et de valeur
1 sur la base canonique ordonnée, alors il s’agit d’une expression du déterminant. Par
contre, comme toute théorie axiomatique en mathématique nous devons egalement montrer
Iexistance du déterminant, ce que nous n’avons pas encore fait! Ceci est donné par le

résultat suivant.

THEOREME 9. (Existance de la fonction déterminant) Toute matrice A de taille

n X n possede un déterminant det A qui est bien défini. On peut ’exprimer comme
det A = Z SigN(0)a15(1)@20(2) ** * Ano(n)s
ceG,
pour la matrice A = (aij).
DMONSTRATION. Soit f(A) = f(a1,az, - ,an) = ) sign(0)a1,(1)20(2) *** no(n) €t

UEGn
montrons que f satisfait les axiomes (i)-(iii). Pour (i) on remarque que dans la somme

définissant f(A), pour chaque permutation o € &y, chaque terme a1,(1)a20(2) " " * Ane(n)
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contient exactement un élément de chaque ligne et chaque colonne de A, donc pour chaque

1 <7 < n en multipliant la ™ colonne de A par « on aura
f(al7a27'” , Qaj, - - - 7an) =« f(a17a29"' y i, 7an)
et de méme on aura

f(al)az)"' 7ai+bi7'” 7an):f(a1)a2)"' y Ay, 7an)+f(a17a2)"' 7bi)"' 7an)'

Dans le cas de I'axiome (ii), soit 7 la transposition de i et j dans {1,2,--- ,n}. On a alors
f(ala az, 5,85, ,a4, 7an) = Z Sign(o-)alfrcf(l)a%'o(?) * Qnro(n)
ceGy,

= Z Sign(7p)a1,(1)a2p(2) * * * Anp(n)  (Substituer p = 7o)
pEGny

= > sign(7) sign(p)aip1)asp(2) - Gnpn)  (car sign(rp) = sign(r) sign(p))
pEG,

= Z sign(p)aip(1)ap(2) = Anp(n)  (car sign(r) = —1)
pEGH
= _f(a17a27 IR TIMPE - | PR aan) (déﬁmtlon de f(A))

Finalement (iii) est vraie puisque dans le cas ot A = I,xy, on a

1 sioc= Id@n
A15(1)A20(2) * * " Ano(n) = 0 sinon

si bien que f(Ipxn) = 1 comme voulu. O

Nous concluons cette discussion d’algebre linéaire par un point de vue plus géométrique
sur le déterminant. Etant donné une matrice A de taille n X n on peut la voir comme une
application linéaire A: R™ — R™. Le cube unité [0, 1]"™ dans R™ est un parallélépipede ayant
pour base la base canonique {eq, e, ,e,} qui a volume égal & 1 et son image A([0, 1]™)
est un parallélépipede de base {Aej, Aey,--- , Ae,}, les colonnes de la matrice A. On a
alors (pouquoi?) la relation suivante entre les volumes : vol A([0,1]™) = | det A| vol[0, 1]™.

Cette formule peut étre généralisée pour tout ensemble mesurable! X dans R™ :
vol A(X) = | det a|] vol X,

1. La définition précise ne sera pas importante ici, il nous importera simplement de savoir que les

sous-ensembles ouverts et fermés de R™ sont mesurables.
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et donc on peut interpréter géométriquement |detA| comme un facteur de changement de

volume lorsque 1'on applique la transformation linéaire A.

2. Effet d’une application sur les formes différentielles

Soit a = > frdyr une k-forme différentielle définie sur R™. Ceci suppose que 'on a
T

des coordonnées {y1,y2,...,Ym} sur R™ et supposons que l'on a des coordonnées sur R"
{z1,29,...,2,} telles que
(
Yy = ¢1($1, T2y e ,.’I,'n)
Y2 = ¢2(x1, T2, ..., Tp)

(%)

ym = (bm(xl,Z'Q, A 7xn)

\
ol ¢1, 02, ..., o, sont des fonctions lisses de R™ vers R. On écrit le systeme (*) de fagon
plus simple : y = ¢(x). Nous voulons décrire l'effet de ¢: R® — R™ sur a € QF(R™)

DEFINITION 2.1. On appelle tiré-en-arriere de o par ¢ la forme différentielle

¢ra =Y (¢ f1)(¢*dyr),

I
ot 'on a ¢* fr = fro ¢ ainsi que ¢*dyr = ¢*(dyi, N--- N dys,,) = ddi, A--- A doy,
Il importe de remarquer que le tiré-en-arriére renverse les fleches : étant donné ¢: R™ — R™
on a ¢*: QF(R™) — QF(R™). Etant donné o = 3 frdy; un élément de QF(R™) on sait que
T

la k-forme différentielle sur R” ¢*« s’écrira comme
¢ra=> gy
J

et nous verrons plus loin le lien explicite entre les applications gy, fr et ¢. Mais avant, nous
explorons quelques propriétés de ¢*. On peut bien stir adapter la notion de tiré-en-arriere
A des applications définies sur des sous-ensembles d’espaces euclidiens 2. Ainsi étant donné
¢: U — Vet a € QF(V) on obtient alors ¢*a € QF(U).

2. On supposera régle générale que ces sous-ensembles sont ouverts pour pouvoir faire aisément de

I’analyse mathématique sur ces ensembles.
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Exemple. Soit ¢: R? — R? donnée par

1 122
¢lao | = | z173
T3 T2T3
Soient alors
Y1 ¢1(x1, 22, 73) T122
yo | = | p2(w1,22,23) | = | 2123
Y3 ¢3(w1, T2, 23) T2T3

On a alors pour les 1-formes différentielles

091 Op1 91

gb*dyl =dp = ——dxr1 + =——dxo + 7(133‘3 = xodx1 + x1dTo
ox1 0x9 Oxs
¢*dy2 dpo = a¢2d + gmd + gmd.%g = x3dri + x1dxs
x2
3 0 0
¢*dys = dps = ¢3d r1+ ﬂd Ty + ﬁd063 = x3drs + Tod23

0z Oz Ox3

Pour ce qui est des 2-formes différentielles

¢*(dy1 A dyg) =dp1 Ndpy = (l’gd.fvl + xldxg) AN (.Q?gdl'l + iL‘ld.iL‘g)

= —xqx3 dx1 ANdxy + 2122 dT1 N das + x% dzy N dxsg
THEOREME 2.2. L’applications ¢* est linéaire : ¢*(aa + bB) = ad*a + bo* 5.

DMONSTRATION. Soient o = Zf[dy[ et f = Zgjdyl deux éléments de QF(R™), s
bien que ¢*a = Zgb*fj o*dyr et ¢* ﬁ Z o*gr qS*dy] Alors on a

aa +bB = Z(afl +bg;)dyr
I

et donc

¢*(ac+b8) = > _ ¢*(afr +bgr) ¢*dyr.

I

Comme ¢*(afr+bgi)(x) = (afr+bgr)(d(z)) = afr(¢(x))+bg1((x)) = a¢” fr(z) +b¢" g1 (x)

on a bien le résultat voulu. OJ

THEOREME 2.3. L’application ¢* satisfait ’équation ¢*(a A B) = ¢*a A ¢* .
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DMONSTRATION. Soient a = Y frdy; € QF(V) et 8 =Y gsdy; € Q(V) deux formes
1 J

différentielles sur V. Alors on a que

aAB = figs dyr Ady;
7

et, en appliquant la définition du tiré-en-arriere

P (A B) = Z¢ (f190) ¢"(dyr A\ dyy).

Mais puisque 1'on a

¢ (frgs)(x) = (fr92)(¢()) = f1(d(x))gs(d(x)) = " f1(x)9 g (x) = (¢ frd*9.) ()
ainsi que
o (dyr Ndyg) = ¢™(dyiy, A+ ANdyi, Ndyj, A Adyg)
=dgi, N+ Ndgy, Ndpj, N -+ Ndoj, = ¢ (dyr) A ¢*(dy.r),

on obtient bien que

¢ (@AB) = ¢ fré¢*gs0"(dyr) A ¢*(dy.)

I,J
= (Do 110" (dyn) A (Y 6790 (dyy))
I J
= ¢*a A G"P.
O

Il est utile d’introduire une autre facon de calculer le tiré-en-arriere d’une k-forme
différentielle. Cette approche est développée dans le livre de Bachman [Bac] au début du
chapitre 7. Nous laissons le soin au lecteur, a la lectrice, de démontrer qu’il s’agit bien
d’une définition équivalente & celle donnée précédemment. Etant donné ¢: R™ — R™ avec
différentielle dg: TR™ — TR™ et w € QF(R™) on a

¢*w =wodgp

au sens ou en chaque p € R™ on a

(), () = (@ () ()
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Exemple. Calculons le tiré-en-arriere sous ¢(x1, z2) = (x1+x2, 1 — T2, x122) de la 1-forme
différentielle w = ydx + zdy + xdz selon les deux facons.
(i) Selon la définition on a
(b*w = ($1 — .CIJQ) [1d$1 + 1d$2] + 179 [1dl’1 — 1d$2] + ($1 + .CIJQ) [l‘QdZBl + xlde]
= (z1 — o3 + 2z129 + 23)dxy + (21 — 2o + 27)d2o
Remarquons alors que ’on a par dualité

0
¢*w( (8;@) ) = a1 — 22 + 23172 + 75

(b*w( (&) ) =1 —33‘24-.%%

(ii) Selon la formule ¢*w = w o d¢, on a tout d’abord par un calcul facile de dérivées

partielles
1 1
dp=11 -1
To I

Ensuite on a

oo (52:)) =<l (57)))
el ()

= (x1 — x2) + 122 + (21 + x2)T2

2
=21 —x2 + 22122 + X5

oo (5)) =+l (52)))
~ (o () )

= (xl — .1‘2) —x1x9 + (ZL‘1 + :Ez)xl

et

2
=x1 — X2+ T

Nous avons bien str obtenu la méme réponse avec les deux méthodes.
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Nous poursuivons maintenant ’exploration des propriétés du tiré-en-arriere.

THEOREME 2.4. L’application ¢* est functoriel, c’est-a-dire qu’elle est compatible avec

la composition d’applications :
(¥ o9) (a) = (¢ 0 v*)(a).

DMONSTRATION. On considere premierement le cas des O-formes différentielles, c’est-

a-dire les fonctions. On a
(@ 0d") f](z) = [¢"(¢" )(x) = ¥ f(d(x)) = f(d(b(x))) = [forod](x) = [(Yoh) f](z)
et donc on a bien (¢ o ¢)*f = (¢* o p*) .

En vertu du théoreme précédent démontrant la compatibilité du tiré-en-arriere avec le
produit extérieur, on aura le résultat général une fois que sera établi celui des 1-formes

différentielles. Soient donc

¢

UCR" — v

VCR"™ — WCRF

ainsi que a = dz; pour un certain 1 < ¢ < k une 1-forme sur W. Alors on a

8%
8 dy;

Vo =di; =
et on obtient donc

o) = (3 ) = o (G = oo ()
:i«> () 2 e =[S0 (o) ]

= 0y; 0y;

Mais par la regle de dérivation en chaine on a

Oi\ 0¢; 8% 8(1)‘ _ O0(¥io9)
Z¢ <8y]> axj Z 8y] 81‘; O

On obtient donc
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ou il est utilie de préciser que 'avant-derniere égalité découle de la définition du tiré-en-

arriere sur une 1-forme.

0

THEOREME 2.5. L’application ¢* est compatible avec la dérivation extérieure au sens
ot l'on a ¢* od = d o ¢p*.

Une autre facon de dire la méme chose : si on consideére ’application ¢: U — V alors le

diagramme

Qk (V) L Qk—‘rl (V)

o ¢*

ofe) e aF )

est commutatif.

DMONSTRATION. On commence par le cas des fonctions. Pour f € Q°(V), on a

5dr = o :1 i) = Z}b (52)den

- ng)*(gi) 2 gf;dwg

HRACATE

7j=1 =1

s
I
—

9(fod)

=d¢™f

Dans le cas d’une k forme o = >_ frdys, on a doe = > df; A dyy si bien que
T T
o da = Z o* (df[ A dyj) (¢* linéaire)
I
= Z ¢ dfr N ¢ dyr (car ¢* multiplicative)
I

= Z d((b*fj) doi, Ndpig N -+ N doi, (par ci-dessus).
I
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Par ailleurs pour d¢*«, en utilisant la regle de Leibniz on a

dp*a =Y " d((¢"f1)(¢"dyr)) (linéarité de d)
I
= d((¢" f1)dei, Adiy A ... ddi,)
I

=" d(¢" fr)doi, Nddiy A Adi, + > (67 F1) d(ds, Adiy A A dy,)
I I

rappel : d2=0

= ¢*da
tel que demandé. O

Nous avons donc la situation suivante pour ¢: U — V : dans chaque diagramme com-

mutatif

d d

Qk—l(v) Qk(V) o Qk+1(V)

" ¢* ¢*

o) L afe) L o )

si a € QF(V) est fermée alors ¢*a € QF(U) est également fermée car
d(¢*ar) = ¢*(da) = ¢*(0) = 0.
De méme sir a € QF(V) est exacte, on on aura ¢*a exacte : en supposant que o = d7 on a
¢"o = ¢"(dn) = d(¢™n).
Ceci permet de considérer 'application induite par ¢* en cohomologie de de Rham :
¢*: Hig(V) — Hi(U).

PROPOSITION 2.6. Si ¢: U — V est un difféomorphisme, alors ¢*: Hin(V) — HEL(U)

est un isomorphisme.

DMONSTRATION. On a ¢ inversible et ¢po¢~! = Idy, ainsi que ¢~ Lo = Idy. Comme les
applications (Idy)*: QF(V) — QF(V) et (Idy)*: QF(U) — QF(U) sont chacune application

identité respectivement sur Q¥(V) et QF(i/), la naturalité donne

(Idy)* = (pod 1) = (¢ 1) 0 ¢* = ¢* injective
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ainsi que
(Id)* = (¢t o p)* = 9" o (¢ 1)* = ¢ surjective

et donc ¢* est bien isomorphisme. O

Avec ces outils nous pouvons retourner au Lemme de Poincaré. Considérons les appli-
cations m(x,t) = = et s(x) = (x,0) dans

R" x R

RTL

qui induisent au niveau des k-formes différentielles les applications

QF(R™ x R)

QF(R™).
Alors par naturalité de I'application induite la relation m o s = Idg» donne directement
s* om* = Idgrgn+1). Mais malheureusement on a s o m # Idgn+1 et méme 7 o s* #
Idgk (rn xr)- Analysons donc plus en détail QF(R™ x R) : chaque élément de cet espace vec-
toriel est obtenu a partir de formes de deux types :
(I) m*af(z,t) pour a € QF(R™);
(I) 7B A f(x,t)dt pour 3 € QF1(R™).

On définit alors H: QF(R™ x R) — QF1(R" x R) par

H(rm*af(x,t)) =0

t
H(xw*8 A f(z, 8)dt) = 7°B / flz,7)dr
0

On appelle Uopérateur H intégration le long de la fibre. On peut alors montrer que pour
les formes w € QF(R™ x R) de type (I) et (II) on a la relation

(Id;‘)k(Ran) —1* 05" )(w) =+(do H — Hod)(w).
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Ceci implique directement qu’au niveau de H (’fR(]R" x R) T'application 7* o s* est un iso-
morphisme et donc on a bien le résultat annoncé dans le Lemme de Poincaré

Hlg (R x R) = Hl (R").

De maniére totalement similaire on montre que H¥; (R" x [0,1]) ~ HE. (R™).

Cette preuve et la functorialité permet de dériver une autre propriété importante de la

cohomologie de de Rham. Mais avant une définition :

DEFINITION 2.7. Deux applications lisses f: U — V et g: U — V sont dites homotopes
sl existe une application lisse H: U x [0,1] — V telle que

H(z,0) = f(z) (Vx €U)
H(z,1) =g(x) Yz e U)

On appelle H une homotopie entre f et g. L’idée intuitive derriere cette notion est que

H(-,t) interpole de maniére lisse entre f et g lorsque ¢ varie de 0 a 1

COROLLAIRE 2.8. Si f: U — V est homotope a g: U — V alors, au niveau de la

cohomologie de de Rham, on a f* = g*.

DMONSTRATION. Soient so: U — U x [0, 1] donnée par so(x) = (x,0) ainsi que s;: U —
U x [0,1] donnée par si(x) = (z,1). Si H est une homotopie entre f et g on a f = H o sp
et g = H o s1 et donc, par naturalité,
ff=(Hosy) =syjoH"
g"-=(Hos)"=s]oH"
Au niveau de la cohomologie de de Rham, comme s{ et s] inversent toutes deux l’appli-
cation 7*: HA (U x [0,1]) — HE, (U), selon un argument essentiellement identique & celui
développé lors de la preuve du théoréme précédent, on a sj = s] et donc f* = ¢g* en

cohomologie tel que demandé.
O
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76
Concluons le chapitre par le calcul explicite de ¢*

Cas I : 1-formes

m m
Sionaa=> fidy; alors ¢*a = > ¢* fidp; peut s’écrire au long comme

8@ d:L'j)

o a—Z¢ fz(
9,

= ZZM 5
J

j=1i=1

n
= Z g;dz;
j=1

oul'on a
m
0¢;

g5 = Zd)*fz aﬂjj
=1

Cas 1II : 2-formes
Y. fij dy; A\ dy; une 2-forme différentielle quelconque, si bien que

Soit o =
1<i<j<m

=Y ¢ fij doi Ndoy.

1<i<j<m

Mais on a

) 1 (32 Gt

¢J dxy, N dx;

di A dp; = (f:

k=1
n
- Z: T 8%’[
_ 06 06; 01 06;
= (8mk oz, oy axk) drg A dry

1<k<i<n
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On a donc

e

ou l'on a

dx; A dxg

0¢; Oy

* ox ox

Y. dfy D |5 5

1<i<j<m 1<k<i<n |0z,  Ox
Z gkt dzg A dxy

1<k<I<n

0¢;  O¢;

_ *p | Ox ox

g= Y, Ffi|o% ba

1<i<j<m oxy, ox;

7






Chapitre 4

Intégration des formes différentielles

L’intégration est développée en deux étapes. Nous analysons premierement le cas des
1-formes différentielles en détail, apres quoi on pourra généraliser la construction au cas

général des k-formes différentielles.

1. Intégration des 1-formes différentielles

On se souvient que Q'(R) est formé déléments de la forme g(t)dt, pour une fonction
lisse g déterminant complétement la 1-forme différentielle sur R. Etant donné une courbe

lisse c: [a,b] — U C R™ on a vu comment construire c*a € QY(R) & partir de a € QY (U).

DEFINITION 1.1. Etant donné a € Q' (R™) et une courbe lisse c: [a,b] — U, lintégrale

de « le long de ¢ est donnée par

Exemple. On veut intégrer la 1-forme

—ydx + xdy
a=——F_-"

2 CY®R {00}

79
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le long du cercle unité. Soit ¢(t) = (x,y) = (cost,sint) paramétrisation du cercle, alors
—sint dcost + cost dsint

(cost)? + (sint)?
= —sint(—sint)dt + cost cos tdt

cfa=

= [(sint)® + (cost)?]dt
= dt

27
/a:/dt:2ﬂ'.
c 0

Exercice. Refaites 'exercice avec la paramétrisation du cercle c: [0,7] — R donnée par

ce qui donne donc

c(t) = (z,y) = (cos 2t,sin 2t). Que remarquez-vous 7

Ceci n’est pas un hasard... En fait nous avons le résultat tout-a-fait général :

THEOREME 1.2. Si a € QY (U) est une 1-forme différentielle, c: [a,b] — U une courbe

lisse et f: [c,d] — |a,b] une fonction de reparamétrisation, alors on a
[ si f préserve lorientation
C

o=
/f — [« si f renverse l'orientation
CcO

C

DMONSTRATION. On a par construction et naturalité du tiré en arriere que

/a— /(cof)*a—/f*(c*a).
o

cof  led]

En posant ¢*a = g(t)dt et t = f(s) on a

Fr(cra) = f*(g(t)dt) = f*g(t)f*dt = f*g(t)df = f*g(t)%ds
donc on obtient
d
[a=[asenrisas
cof c

Par ailleurs on a
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On se souvient de la formule de substitution en calcul intégral (voir cours Analyse II) :

f(d) d
/@wﬁzfmﬂmf@m
f(e) ¢

Selon que f' > 0 ou que f’ < 0, on a bien

[a=%]a

cof c

Dans le cas particulier ou la 1-forme différentielle est exacte on a le résultat suivant :

THEOREME 1.3. Soit a € QY (U) ezacte (o = dg) et c: [a,b] — U une courbe lisse.
Alors
[ a=g(et®) - gte(a.
DMONSTRATION. On a d’une part c*a = ¢*dg = dc*g car d commute avec c¢*. Si on
pose h(t) = c*g(t) = g(c(t)) on a c*a = dh et donc

/a: /c*a: /dh:h(b)—h(a)

[a,b] [a,b]
par le Théoréeme fondamental du calcul différentiel et intégral, ce qui est bien le résultat

annoncé. O

Ceci traduit le fait que I'intégrale d’une 1-forme exacte le long d’une courbe lisse ne dépend
que des extrémités de celle-ci. Notons en particulier que lorsque 1'on integre a exacte le

long d’une courbe fermée le théoréeme précédent nous dit que

[a=o

C

En fait, on a

THEOREME 1.4. Les énoncés suivants pour o € QL (U) sont équivalents :
(1) « est exacte.

(2) [ a =0 pour toute courbe fermée lisse c.
(&

(3) [ o ne dépend que des extrémités de la courbe lisse c: [a,b] — U.
&
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DMONSTRATION. On montre le cycle d'implications (1) = (2) = (3) = (1).
(1) = (2) : c’est le théoreme précédent.
(2) = (3) : Soient ¢; et ¢z deux courbes lisses ayant mémes extrémités et considérons
alors la courbe ¢; - (—c2) obtenue en composant deux chemins. Il s’agit alors d’une courbe

fermée et alors par le théoreme précédent et la reparamétrisation de courbes on a

0= / a:/a—l—/a:/a—/a
) c1 —C2 C1 Cc2

c1-(—e2

et donc on a bien

comme voulu.
(3) = (1) (la partie la plus difficile) Fixons z¢ € U et pour chaque x € U choisissons une

courbe lisse ¢, reliant xg & . On définit alors

g(z) — /a.

Cx

Par I’hypothese faite en (3) g est bien définie et nous allons établir que a = dg. Plus
n

précisément si on a a = Y f;dz; on montre que
i=1

Soit ¢ segment de droite entre z et x + he; et ¢ la composition de ¢, suivie de £. Par

définition et des propriétés de l'intégration on a
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99 () — iy I& 1) —g(2)
8:61' h—0 h
1
“tmal [ - [l
cy+he; Cg
1
“fmgl o fo
“fmalf e o [
Cy V4 Cg

Cette derniere expression peut étre écrite comme
1 1
lim — [ = lim — o
h—0 h / h—0 h /
¢ 1,2]

ou l(t) = x + (t — 1)hé; est définie sur [1,2]. Notons également que pour 1 < j < n les

composantes £;(t) de £(t) sont données par
Ej(t) =x;+ 5ij(t —1)h

si bien que l'on a /(t) = d;;h. On a ainsi

o= Z fi(z+ (t = 1)hé;)dl; = Z fi(x + (t = 1)hé;)dihdt = hfi(x + (t — 1)he;)dt.

j=1 j=1
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On peut alors pousuivre notre calcul

dg
ox;

(z) = lim — /hfZ (x 4 (t — 1)he;)dt

h—0 h

1

= lin%/fi(x + shé;)ds

h—
0

1

= [ lim f; hé;)d
/hl_%f(ers é;)ds

= jfi(x)ds
0

= fi(z)
ce qui nous permet bien de conclure que a = dg.

0

L’utilité de ce qui précede est au moins double. D’une part nous avons une obstruction
simple & calculer & ce qu’une 1-forme différentielle « soit exacte (aores avoir bien str vérifié

que da = 0) : ¢'il existe une courbe fermée et lisse ¢ telle que [« # 0 alors a ne peut étre

C
exacte. D’autre part si U est une région ou toute 1-forme différentielle fermée « est exacte

alors on sait directement que [« = 0 quelque soit la courbe lisse fermée ¢, sans calcul

&
explicite et potentiellement compliqué.

Application. (indice de rotation) Considérons la 1-forme différentielle

ydx + zdy 1159
=2— Q' (R*—{(0,0)}).
o e R - {(0.0))
Il n’est pas difficile de montrer (le faire!) que l'on a a = &dn — nd& pour
P SO

/22 1 42 n /22 + y2'
Si c:[0,1] — R? — {(0,0)} est une courbe lisse, prenons 0y tel que cosfy = £(c(0)) et
sin By = n(c(0)). On définit alors
0(t) = 0o + / c

[0,¢]
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Si on consid ere la courbe ¢(t)/||c(t)|| (que nous noterons ¢(t) pour par soucis de simplicité)
celle-ci se déplace sur le cercle unité. En posant f(t) et g(¢) comme étant les composantes
en x et en y respectivement de cette courbe, on a f(t) = &(c(t)) = ¢*&, g(t) = n(c(t)) = c*n
et f(£)2+g(t)? =1.

Montrez que 6(t) est lisse et satisfait

cosO(t) =&(c(t)) et sinf(t) =n(c(t)).

Ceci donne donc que 6(t) est un choix lisse d’angle le long de la courbe ¢(t). La différence

6(1) — 0(0) mesure donc 'angle total parcouru entre ¢(0) et ¢(1).

COROLLAIRE 1.5. Sic: [0,1] — R2{(0,0)} est une courbe fermée alors 6(1)—0(0) = 2rk

pour un certain entier k € 7Z.

DMONSTRATION. On a en effet

(cos6(0),sin 0(0)) = (£(c(0)),1(c(0))) = (&(c(1)),n(c(1)))
ce qui implique bien le résultat. ]

On appelle 'entier k = % J aVindice de rotation de la courbe fermée ¢ autour de l'origine
C

(0,0) € R2. Comme l'indique son nom, I'intuition que 1’on en a est que cet indice de rotation
mesure le nombre de tours algébrique faits lorsque I'on parcourt la courbe fermée ¢ de son

point initial a son point terminal.

2. Intégration des k-formes différentielles sur les k-chaines

Nous généralisons facilement ce qui a été fait pour les 1-formes différentielles intégrées
le long d'une courbe & la situation suivante : maintenant w € QF(R™) est une k-forme
différentielle qui sera intégrée le long d'un k-cube singulier c: R — R™ que 'on requiert
lisse, ot R = [ay,b1] X [ag,ba] X -+ X [ag,bp] = {t ERF | a; <t; <b; (1 <i<k)}.

Le tiré en arriere de w € QF(R™) est de la forme
cfw = g(t) dti ANdta A\ -+ - Ndty

et on définit
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ou cette derniére intégrale est I'intégrale usuelle rencontrée en calcul/analyse dans un es-

pace euclidien

Remarque. Ceci vaut aussi pour le cas k = 0 ot 'on a R® = {0} et c: R — R" est donnée

[ =1

par = ¢(0). On a alors

pour f € QO(R™).

Sionap: [a},b]] x---x[a},b] — [a1,b1] X - - - X [ag, b;] un difféomorphisme, on appelle

¢ o p une reparamétrisation du cube singulier ¢. On a alors

THEOREME 2.1. On a

Jw st p préserve l’orientation
(&

CL) =
04 — fw si p renverse l’orientation
C

DMONSTRATION. Dans ’énoncé le fait de préserver (resp. renverser) l'orientation est
défini par la condition det(dp)s > 0 (resp. det(dp)s < 0) pour tout s dans la région
R = [a],b5] x -+ x [a}, b}].

La preuve est tres similaire au cas k = 1 traité plus tot et utilise essentiellement deux
ingrédients :
(1) la naturalité (co p)*w = p*(c*w);

(2) la formule de changement de variable en calcul

/g(p(s))‘ det(dp)s‘dslds’g coodsy = /g(t)dtldtg e dty.
R R
Les détails sont laissés en exercice. ]
On peut facilement montrer (voir TP) que l'on peut toujours reparamétrer une région
R = a1,b1] x -+ X [ak, by par le k-cube unité [0,1] x --- x [0,1]. On a donc que [w peut
C

toujours se calculer a partir d’une intégrale le long du k-cube unité.

Remarque importante. Dans le cas oit w € QF(R¥), disons par exemple pour k = 2
et w = f(t1,t2) dt1 A dte pour fixer les idées, comment réconcilier les faits suivants qui

apparaissent contradictoires :
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(1) f(t1,t2) dta Ndty = —f(t1,t2) dtn Adta;

(2) la formule classique d’intégration

bl b2 b2 bl
//f(tl,tg)dtldtg://f(tl,tz)dtgdtl.
a1 a2 a2 ai

En fait, il n’y a pas de contradiction : dans I’équation apparaissant en (2) le membre de

gauche représente [w pour c: [ar,b1] X [ag, bo] — R? alors que le membre de droite calcule
C
plutdt [ —woulonap: [ag,ba] X [a1,b1] — [a1,b1] X [az, ba] donnée par p(s1, s2) = (s2,51).
cop
Puisque p renverse l'orientation, on a bien

[ )

cop

selon notre théorie de I'intégration des formes différentielles, ce qui est exactement I’équation

trouvée en (2).

On peut a partir de ce qui précede étendre la théorie aux k-chaines singuliéres :
c= 1] + agco + -+ - + oy,

ol aq,qs,...,00 € Ret cy,co,..., ¢ sont des k-cubes singuliers, en posant tout simplement

l
/w: g ai/w.
c i=1 ci

Nous avons maintenant développé le niveau de généralité pour l'intégration des formes
différentielles qui sera nécessaire pour enfin revenir a ’énoncé principal de ce cours, le
Théoréme de Stokes. Il ne nous manque qu’une derniere notion : le bord d’une k-chaine

singuliere. L’idée géométrique d’exprimer le bord de [0,1] x [0,1] X -+ x [0, 1] comme
{0,1} x [0,1] x -+~ x [0,1] U [0,1] x {0,1} x ---x [0,1] U [0,1] x [0,1] x --- x {0,1}

n’est pas suffisante pour nos fins, car les orientations auront leur importance.

Formellement le bord d’une k-chaine ¢ sera une (k — 1)-chaine dc¢ construite de la fagon

suivante :
(1) Sur les k-cubes.
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Lorsque k =1 le bord d’un 1-cube c¢: [0,1] — R™ est
dc = {c(1)} = {c(0)}.
Lorsque k = 2, le bord d’un 2-cube c: [0,1] x [0,1] — R™ est
dc=c1+co—c3— cy,
ou ¢ = [0,1] x {0}, co = {1} x [0,1], 3 = [0,1] x {1} et ¢4 = {0} x [0, 1].
Pour k quelconque, un k-cube c: [0, l]k — R™ possede 2k faces de dimension k — 1 données
pour chaque 1 < ¢ < k par
cijo(tl,tg, costi—1) = c(try ooy tic1, 00ty ooy T)
cia(ti,ta, .y tp1) = c(ty, .. tio1, 1tigt, ... tg)

et on définit alors

(2) Sur les k-chaines.

On étend la construction précédente par linéarité : si ¢ = > ayc;, alors on pose

=1
dc = g o;0¢;.
i=1

THEOREME 10. Pour toute k-chaine singuliére ¢ de R™ on a 9(dc) = 0.

DMONSTRATION. La preuve est assez fastidieuse et ne nous en apprend pas beaucoup
pour la suite du cours, puisque c’est un argument de topologe combinatoire, un sujet tout
de méme périférique par rapport aux objets étudiés dans ce cours. Nous référons le lecteur,
la lectrice a la référence [Sja] (page 61). Pour développer une certaine intuition on pourra

analyser en exercice ce qui se passe dans le cas k = 3. ]

DEFINITION 2.2. Un k-cube c¢(t1,ta,...,t;) est dit dégénéré s’il est indépendant d’au
moins une des variables t; (1 < i < k). De méme une k-chaine est dégénérée si tous les

k-cubes contribuant non-trivialement a celle-ci le sont.

LEMME 2.3. Siw € QF(R™) est ¢ est une k-chaine dégénérée, alors on a

[e=o

[
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DMONSTRATION. Sans perte généralité, on suppose que c¢ est un k-cube dégénéré. Sup-
= ¢(t1,...,0,...,tg). Si I'on définit
f:00,1]F — [0, 1)* Y par f(t1,... tiy .. te) = (t1,... i 1), ainsi que g: [0, 171 = R

par g(s1,...,86-1) = c(s1,--.,8i-1,0,Si41,-..,5k_1), on a alors

posons, par exemple, que l'on a c(t1,...,t;,...,tx)

C(tl,...,ti,...,tk) :g(f(tl,...,ti,...,tk)).

Mais alors on a que g*w est une k-forme différentielle sur [0, 1]~! si bien que c’est forcément

la forme nulle et il s’en suit que

Jo= [ o= [Gopro= [ (tagiw =0
¢ [0.1]%

[0,1)* [0,1]

O

Le lemme précédent implique que les chaines dégénérées ne comptent pas dans la théorie

de l'intégration des formes différentielles que nous sommes en train de développer.

DEFINITION 2.4. On dit qu’une k-chaine c est un cycle si Oc est une (k — 1)-chaine

dégénérée.

DEFINITION 2.5. On dit qu’une k-chaine ¢ est un bord si l'on a ¢ = Ob+ ¢ pour une

certaine (k + 1)-chaine b et une k-chaine dégénérée ¢ .
LEMME 2.6. Le bord d’une k-chaine dégénérée est une (k — 1)-chaine dégénérée.

DMONSTRATION. Supposons que ¢ est dégénérée en ne dépendant pas de la variable ¢;.

Nous avons alors que

k
Oc = (=1 (cj0 — cj1) = (1) (cio — cin) + Y (1) (¢j0 — ¢),
= —— oy —
0 J dégénéré
ou le terme nul ci-dessus 'est car car c est indépendante de ¢; et par définition de c;o et
ci1, alors que le terme indiqué comme dégénéré l'est parce que, pour j # 4, ¢jo et ¢;1 sont

également dégénérés puisqu’ils ne dépendent pas de ¢;. ]
Nous avons alors le propriété importante suivante :

PropPoOSITION 2.7. Tout k-bord est un k-cycle.
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DMONSTRATION. Soit ¢ = db + ¢ un k-bord, ol ¢’ est dégénérée. On a alors

dc = 0(0b+ ') = 9(9b) +0c = ac,
0

et ce dernier terme est bien dégénéré en vertu du lemme précédent. Ceci montre bien que

c est un k-cycle. O

Remarque. Attention! S’il est toujours vrai d’un k-bord est un k-cycle, il n’est pas
forcément vrai que la réciproque tienne... il est des k-cycles qui ne sont pas k-bords. On
peut intuitivement donner des exemples de candidats : le cercle unité dans R? — {(0,0)},
les cercles S x {*} ou {*} x S! dans le tore S x S!, etc. Méme s'il semble clair que ces
k-cycles ne peuvent étre des k-bords, la démonstration rigoureuse de ceci requiert des outils

que nous n’avons pas encore a notre disposition.

3. Enfin! Le théoréme de Stokes
Voici une jolie reformulation du TFCDI :
[da=sc)-gcn= [ 9= [ 9= [0
¢ {e(D} {c(0)} e

C’est cette formule que nous allons généraliser grace aux outils développés au fil du cours.

THEOREME 11. (Théoréme de Stokes) Soit U C R™ un ouvert, w € Q¥=1({U) une

(k — 1)-forme différentielle et ¢ une k-chaine dans U. Alors on a
/dw = /w.
c dc

DMONSTRATION. Par linéarit e de I'intégration, et du bord d’une k-chaine, il suffit de

montrer le résultat dans le cas ou ¢ est un k-cube singulier. On a alors

/dw: / c*(dw) = / d(c*w).
c 0.1]*

[0,1]*

Comme on a c*w € QF~1([0, 1]%) elle peut étre écrite comme

k
c*w:Zgi dti Ndtg N --- ANdt; N--- ANdtg
=1
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pour certaines fonctions lisses gi, ..., g définies sur [0,1]*. On a alors
k —_~
/dwzz / d(g; dty Adtg A--- Ndty A--- A dty,
c ok
k ' 9ar
:Z(—l)wrl 87% dty ANdtg A -+ A dty.
= o

Mais selon l'intégrale usuelle en calcul, on a

dgi

ot;
[0,1]* [0,1]*

dty Ndtg A - A dty = %dtldt2~--dtk.

Cette derni ere expression peut étre exprimée de la fagon suivante en intégrant la ™€

variable et en invoquant le TFCDI :

o~

0q;
/ Z dtldtg‘--dtk = /(gi(t17'"7t’i—1717ti+17"’7tk) —gi(tl,...,ti_l,o,ti+1,...,tk))dt1”-dtz‘--

ot;
[0,1]* [0,1]+-1
= czlw — czow
[071]/(:71
On obtient donc
k
/dw = Z:(—l)“rl / €W — W
p i=1 0.1]¢-1
k
= Z (1)t / Ci W
=1 p=0,1

I
(]~
T
=
<
hs)
—
&

Il
—
&

tel que voulu. O

-dty,
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Pour élargir la discussion de ces idées et donner bri evement une idée de développements
ultérieurs de la théorie, introduisons tres brievement la notion d’homologie singuliére (ver-

sion cubique) : étant donné X un ouvert ! de R, on définit
C(X) = Qr(X)/Dr(X)

ot Qr(X) est 'espace vectoriel des k-chaines dans X et Dy (X) le sous-espace des k-chaines

dégénérées. On a alors 'opérateur de bord
9 = 0O: Cp(X) = Cp—1(X)
satisfaisant 9% = 0 et on peut considérer
Zi(X) = Ker 0 (k-cycles)
Bi(X) =Im0Og41 (k-bords)

ce qui permet de définir le k*™¢ groupe d’homologie singuliére de X. On peut naturellement
se demander s,il y a un lien entre ceci et la cohomologie de deRham introduite plus tot ?

Nous tentons ici de répondre a cette question.

Etant donné w € QF(X) on définit avec un léger abus de notations
w: Ck (X ) - R

par

Par linéarité de l'intégrale, on a alors que w € Ci(X)*. En homologie singuliére on veut
cosidérer seulement les k-cycles alors qu’en cohomologie de deRham, on ne s’intéresse

qu'aux k-formes différentielles fermées. Mais par Stokes on a

w(0) = [w= [
dc c

PROPOSITION 3.1. Pour w € Q¥(X) fermée et ¢ € Z(X) la quantité

donc c’est bien parti.

ne dépend que de la classe de cohomologie de w et de la classe d’homologie de c.

1. En fait la théorie est plus généralement valable pour les espaces topologiques.
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DMONSTRATION. Nous utilisons de manieére essentielle le théoréme de Stokes dans les

deux arguments suivants. D’une part nous utilisons dc = 0 pour avoir

forin= fus fin= [os fa- [

c c

Par ailleurs, nous utilisons da = 0 pour avoir

[ o= fus fum for faom [o

c+0a c

Ceci noue permet alors de définir une application linéaire
D: Hip(X) — Hp(X)*
par la formule

D(w]): Hp(X) = R

[C]H/

Nous pouvons alors énoncer le lien merveilleux qui émerge entre entre 1’homologie
singuliere d’un espace et la cohomologie de de Rham. La preuve du théoréme suivant va

toutefois bien au-deld du niveau de ce cours d’introduction.

THEOREME 12. (Théoréme de de Rham) L application D: HEp(X) — Hy(X)* est

un isomorphisme.

4. Un cours éclair de calcul vectoriel intégral

Dans cette section, nous introduisons les notions classiques de calcul vectoriel nécessaires
pour énoncer les théoremes intégraux de Green, de Stokes et de Gauss-Ostrogradsky. Il est
a noter que nous adopterons également les notations classiques pour ces objets, parfois
différentes de celles utilisées précédemment, afin que le lecteur ou la lectrice puisse facile-

ment lire les ouvrages plus anciens.

Contrairement a I'approche traditionnelle de ces résultats ou chaque énoncé requiert

sa preuve, les preuves données dans ce cours proviennent toutes du Théoreme de Stokes
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[ao= [

M oM
Nous ne donnerons pas les preuves de ces résultats classiques dans cette section, elles vien-

général

dront par la suite, pour se concentrer sur les simples énoncés.

Soit F une champ de vecteur lisse et 7y: [a,b] — R3 un chemin lisse sur R3. On appelle
intégrale curviligne de F le long de v la quantité
b

/F~ds = /F(v(t))-fy’(t)dt.

5 a
C’est-a-dire que 'on integre le produit scalaire de F et 4/ le long de 'intervalle [a, b]. En fait,
nous avons déja rencontré cette intégrale... En se souvenant que sous la dualité le champ
F correspond a la 1-forme différentielle ap, une fois écrite en coordonnées, I’expression a

droite dans 'intégrale curviligne permet de voir que

[Fds= [

v v

comme on pourra aisément le vérifier.

A priori on s’attend a ce que l'intégrale curviligne dépende du comportement de F le long
de tout le chemin . Mais ceci n’est pas le cas lorsque le champ F est un champ gradient

comme le montre le résultat suivant :

THEOREME 4.1. Lorsque le champ de vecteurs F est un champ gradient, c’est-a-dire
que F = Vf pour une certaine fonction lisse f: R> — R, et que v: [a,b] — R est une

courbe lisse, alors

/me=/Vfds=ﬂwm—fww»
J

¥
autrement dit ’intégrale curviligne d’un champ gradient ne dépend que des extrémités du

chemin .

DMONSTRATION. En appliquant la régle de dérivation en chaine (fournissez les détails)
a la fonction complosée ¢(t) = f(~(t)) :

P'(t) = (fo)(t) =V () ()
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Par le TFCDI on a alors

On en déduit que

I
\0-
‘G\
=
~
IS8
s
I
=
2
—~~
=
N
|
=
2
—~
S
=

/F-ds:/Vf-ds:/be(y(t))-y’(t)dt

En fait, on peut accomplir beaucoup plus comme le montre le résultat suivant :

THEOREME 4.2. Etant donné F un champ de vecteurs lisse sur R? les énoncés suivants
sont équivalents :

(1) Pour toute courbe lisse fermée v de R® on a

/F-ds-().

5
(2) Si deux courbes lisses v et o de R3 ont mémes extrémités, alors
/F~ds:/F-ds.
71 72

(3) Le champ de vecteurs F est champ gradient : il eviste f: R — R lisse telle que
F=Vf.

(4) Le champ de vecteurs F est irrotationnel : rot F = 0.

On peut immédiatement généraliser ce qui précede a cas de courbes qui sont seulement
lisses par morceaux sur [a,b|, c’est-a~dire que l'on peut trouver une partition de [a,b] en
sous-intervalles [ag, a1], [a1,a2], ..., [an—1,ay] ol la courbe est lisse sur les intervalles ou-
verts correspondants. Les résultats montrés demeurent alors vrais comme on peut aisément

s’en convaincre.

Soit maintenant 3 une surface réguliere donnée par une paramétrisation

x = x(s,t): U C R? - R,
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Il y a deux intégrales que I'on peut définir sur X que l’on cherchera a mettre en lien. D’une

part si f: X — R est une fonction lisse on peut définir 'intégrale de f le long de 3 par

/ fds = / FOc(s, )15  Dpylldsdt.
) u

D’autre part, si 'on suppose que F est un champ de vecteurs de R3. on appelle intégrale

de surface de F le long de ¥ la quantité

/F -dS = /F - (0sx % Orx)dsdt.
by u

Pour établir un lien entre les deux notions, nous avons besoin de la notion de vecteur normal
unitaire a la surface ¥. On se souvient que pour la paramétrisation x(s,t) de la surface
Y permet de décrire le plan tangent a la surface en x(so,t9) comme étant engendré par
Osx(s —0,t9) et dyx(so,tp). Il s’en suit que le champ de vecteurs dsx x Oy est orthogonal

a X et on définit un champ de vecteurs normal unitaire pour % par

- 63)( X 8tX
[10sx > Bixl|"

On peut alors donner 'expression suivante pour l'intégrale de surface d’un champ de vec-

teurs F le long de la surface X :

/F-dS

by

F - (0sx X Oyx)dsdt

F( 9sx X Orx

[|0sx % 8tx\|)”8sx X Oy x||dsdt

(F - n)||0sx x Orx||dsdt

M R R R

G
=

)ds

Le premier résultat de calcul vectoriel intégral qu nous énoncons concerne les champs

de vecteurs dans une région bordée dans le plan R2.
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THEOREME 13. (Théoréme de Green) Soit D une région de R? C R? dont le bord
D est une courbe simple? lisse par morceauz que U'on oriente dans le sens anti-horaire.

Alors pour tout champ de vecteurs lisse F sur D on a

/F-ds:/rotF-de

oD D

ot k est le champ de vecteurs unitaire normal ¢ D dans R3.

Le second résultat classique concerne quant & lui les surfaces dans R? ayant un bord.

THEOREME 14. (Théoréme de Stokes) Soir ¥ une surface réguliére donnée par une
paramétrisation x: U — R dont le bord 0% est une courbe lisse donnée par Xjou : OU — R3

et orientée par S. Alors pour tout champ de vecteurs lisse F sur ¥ on a
/rotF-dS:/F-ds.
b %
Le troisieme résultat classique concerne les régions © de R? dont le bord 9 est une

surface réguliere.

THEOREME 15. (Théoréme de Gauss-Ostrogradsky) Soit F une champ de vecteurs

lisse défini sur une région Q de R3 dont le bord O est une surface régulicre. Alors on a
/divF dV:/F.dS.
Q o0

5. Preuves modernes des résultats classiques

Pour obtenir toutes les preuves des résultats énoncés dans la section précédente, nous

n’aurons qu’a procéder comme suit :

(1) Se souvenir du dictionnaire traduisant les objets classiques (champs de vecteurs,

champs gradients, rotationnel, divergence, etc) dans le langage des formes différentielles;

(2) Réinterpréter les intégrales classiques comme des intégrales de formes différentielles ;

(3) Utiliser le Théoreme de Stokes général
/ dw = / w.
c dc

2. La courbe est simple si elle n’a pas d’auto-intersections.



4. INTEGRATION DES FORMES DIFFERENTIELLES

98

DMONSTRATION. (Théoreme 4.1)
La correspondance entre un champ de vecteurs F et la 1-forme différentielle ap a permis

ci-dessus d’interpréter l'intégrale curviligne comme
/ F-ds= / aFp.
v ¥

Encore sous la dualité nous avons vu que le gradient champ de vecteurs V f correspond

a la 1-forme différentielle df. L’hypothese voulant que F = V f ainsi que le Théoréeme de

Stokes généralisé permettent alors d’obtenir
Jar=[1=s0m) - ro@)
Oy

/F-ds:v/Vf-ds:W

v

tel que voulu.

DMONSTRATION. (Théoreme 13)
Soit F = f a% + +ga% un champ de vecteurs lisse d’une région D C R2. On se souvient que

le rotationnel de F, vu comme un champ de vecteurs dans R?, est donné par
k

i
rotF::Vxﬁ:% 8% %
fog 0
si bien que 'on a
0 0
rotF k=22 _ —f
or Oy
Par ailleurs sous dualité F correspond a arp = fdx + gdy et on se souvient alors que
dx A\ dy

On a alors a I'aide du Théoreme de Stokes généralisé que

/rotF~de:/(ax 5
D D D oD oD
0

tel que demandé pour conclure la preuve du Théoreme de Green.
Non seulement notre formalisme nous donne une preuve courte et simple du Théoreme

de Green, mais il permet en outre d’obtenir sa généralisation naturelle a R™ : Si on considere

la 1-forme différentielle
n
a= Z fidx;
i=1
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on a alors

do = Z (afj - 0fi )dxl Ndxj

1<i<j<<n

et Stokes généralisé donne immédiatement

8f afz
> / ax]f o da:zdas] Z / fida;,

1<z<g<nB = laB

qui est la généralisation & R™ du Théoréeme de Green.

DMONSTRATION. (Théoreme 14)

Pour établir le Théoreme de Stokes classique

/rotF.dS:/F-ds

2 ox

nous devons faire certains rappels également. Premierement, étant donné w € AQTP]RS et
Xi1,Xo € TPR3 il existe V,, € TpR3 tel que

w(Xl,XQ) = Vw : (Xl X XQ).
Dans le cas précis ou 'on a
w = fidy Ndz — fodx Ndz + fsdx N dy

I’observation ci-dessus donne tout simplement

=hfos +f28+f38
puisque 'on a
gy ) = = oo = G fhi) (% 57)
(i) = G gy (3 1)
o ay) =T = ntunti) 5= Unotnti) (5,7 51)

Deuxiemement, ce qui précede permet d’interpréter I'intégrale de surface de F = (f1, fa, f3)

/F-dS:/F-ndsdt

S S

/*aF.

S

comime
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En effet ceci découle de ’observation précédente et du fait que pour ag = fidz+ fody+ fsdz
on a xap = fidy Adz — fadx A dz + fsdx N dy.

Finalement, nous devons nous souvenir que pour le champ de vecteur rot F on a l'identifi-
cation a,otF = *dag si bien que 'on a *a,ot 7 = dap. On peut alors conclure la preuve du

Théoreme de Stokes classique :

/rotF-dS:/*amF:/daF:/aF:/F-ds.

S S S as 08

DMONSTRATION. (Théoreme 15)

Dans le cas du Théoréme de Gauss-Ostrogradsky, nous pouvons méme démontrer la généralisation

aR™:
/dideml---da:n :/F-*d:c,

Q o0

ou nous devrons, dans un premier temps, expliquer la notation donnant un sens a cette

formule. Dans I’énoncé ci-dessus on définit
dx = (dxy,dzs, . .., dx,)
ainsi que
xdr = (xdxy, *dxa, ... *dry).

Ceci permet d’interpréter la 1-forme différentielle associée a F sous la dualité F « ap

comme étant donnée par
ap = F - dx.
On a alors la linéarité de 'opérateur de Hodge que

xap = *(F -dr) =F - xdz

et donc que

d(xap) = d(F - *dx) = divF dzqy Adzo A - A dxy,.
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On peut alors conclure la démonstration du Théoreme de Gauss-Ostrogradsky :

/divFd:nl...daf;n:/dideml/\---/\da:n
Q Q

_ / d(+ap)

Q

/ rap

0

Q
:/F-*dl‘.
Q

0
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